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Introduction ge´ne´rale
L’essor conside´rable que connaˆıt actuellement la miniaturisation des produits en-
gendre une ve´ritable re´volution dans les milieux de la recherche et de l’industrie [Bry03].
Ces produits, appele´s microsyste`mes, sont largemment utilise´s dans diffe´rents domaines :
me´dical, militaire, automobile, ae´rospatial, te´le´communication, informatique, etc. Un
fort accroissement du marche´ mondial des microsyste`mes est pre´vu pour la pe´riode



















Figure 1 – Pre´visions du marche´ des microsyste`mes entre 2012 et 2016 [sta11].
Pour fabriquer les microsyste`mes, on utilise souvent les techniques de microfabrica-
tions dont un grand nombre sont en salles blanches. Ces techniques permettent d’obtenir
des microsyste`mes tre`s re´duits dont les dimensions sont de l’ordre du microme`tre. Ce-
pendant, lorsque les microsyste`mes a` de´velopper sont ”hybrides”, c’est a` dire compose´s
de plusieurs mate´riaux et microstructures elles-meˆmes issues de diffe´rentes techniques
de microfabrication, il est souvent ne´cessaire d’utiliser l’assemblage. L’assemblage de
microstructures, appele´ micro-assemblage, permet donc le de´veloppement de microsys-
te`mes de formes plus complique´es et en 3D que les techniques de microfabrications ne
peuvent pas re´aliser ou au prix d’e´tudes longues et couˆteuses.
Afin de re´aliser ces micro-assemblages, la solution robotique est bien adapte´e. Elle
doit cependant atteindre des pre´cisions microme´triques, voire moins, en positionnement.
Ceci repre´sente un challenge que les robots utilise´s pour l’assemblage de composants
centime´triques et plus ne peuvent atteindre. En effet, les actionneurs classiques (moteurs
e´lectriques, ve´rins, etc.) sont caracte´rise´s par les jeux me´caniques (dus aux articulations
par exemple) qui sont une source d’impre´cision. Des solutions spe´cifiques sont propose´es
1
2et sont base´es sur l’utilisation du mate´riaux actifs. Les mate´riaux actifs permettent un
de´veloppement de micro-actionneurs re´duits en dimensions et hautement re´solus. Parmi
les mate´riaux actifs les plus utilise´s pour le de´veloppement de micro-actionneurs, on
trouve les mate´riaux pie´zoe´le´ctriques. Ces mate´riaux proposent une tre`s haute re´solution
(souvent nanome´trique), une large bande-passante (plus du kHz pour certains micro-
actionneurs) et une grande densite´ de force qui sont tre`s inte´ressantes pour le micro-
assemblage et la micromanipulation.
Depuis plusieurs anne´es, la commande des micro-actionneurs pie´zoe´lectriques a connu
un grand inte´reˆt. En effet, malgre´ leur haute re´solution, ces micro-actionneurs, surtout
ceux utilise´s dans les applications de micro-assemblage et de micromanipulation, ont des
comportements incertains rendant la synthe`se des correcteurs de´licate pour d’atteindre
les performances requises. Ces comportemnts incertains sont particulie`rement lie´es a` leur
forte sensibilite´ a` l’environnement (variation de tempe´rature, micro-objets manipule´s,
etc.), a` leur plage d’utilisation qui me`ne a` des nonline´arite´s (hyste´re´sis et de´rive lente)
Par ailleurs, le de´veloppement des syste`mes de micromanipulation et de micro-
assemblage est confronte´ a` un manque de capteurs convenables permettant l’identifi-
cation et la commande. En effet, les capteurs ayant les performances ne´cessaires (pre´-
cisions sub-microme´triques et bande passante e´leve´e) sont non-embarquables et chers
(exemples : interfe´rome`tres, capteurs optiques par triangulation) ce qui ne les rend pas
utilisables pour les applications conside´re´es. De l’autre coˆte´, les capteurs embarquables
comme par exemple les jauges de de´formation pre´sentent en plus de leur fragilite´ des
difficulte´s d’inte´gration au sein des micro-actionneurs.
Intrinse`quement, il est tre`s difficile d’atteindre les pre´cisions et les re´solutions requises
pour la micromanipulation et pour le micro-assemblage en pre´sence de ces incertitudes.
En effet, plus ces incertitudes sont ne´glige´es et plus les performances du syste`me de
manipulation s’en trouvent affecte´es. Dans ce contexte, il parait indispensable d’utiliser
des techniques adapte´es de l’automatique afin d’assurer une micromanipulation et un
micro-assemblage pre´cis des objets de petites tailles. Ces techniques doivent eˆtre robustes
vis-a`-vis des incertitudes. Les approches habituelles de commande robuste telles queH∞,
µ-synthe`se, etc, ont e´te´ utilise´es pour commander les actionneurs pie´zoe´lectriques. Ce-
pendant, l’utilisation de ces approches robustes me`ne souvent a` des correcteurs d’ordre
relativement e´leve´. Pour les actionneurs pie´zoe´lectriques, malgre´ la robustesse de ces
correcteurs, leur imple´mentation dans un microcontroˆleur pose un proble`me de com-
mande, car ils sont coˆuteux en termes de temps de calcul. Pour cela, l’utilisation des
correcteurs d’ordre re´duit est indispensable. Une solution e´vidente consisterait a` utiliser
des me´thodes de re´duction d’ordre. Cependant, la re´duction d’ordre est souvent accom-
pagne´e d’une de´gradation des performances du syste`me corrige´, en particulier lorsque
les incertitudes sont non-ne´gligeables.
Notre travail a consiste´ a` proposer une nouvelle strate´gie de mode´lisation et de
commande permettant de re´ussir les taˆches de micromanipulation et de micro-assemblage
de fac¸on garantie. Cette strate´gie vise a` combiner les outils de l’automatique avec les
techniques du calcul par intervalles afin :
– de borner les incertitudes de mode`le ;
3– de dimensionner des actionneurs pie´zoe´lectriques ;
– et de synthe´tiser des correcteurs robustes d’ordre re´duit.
Notre contribution s’inte`gre dans les travaux de recherche de l’e´quipe ’Syste`me Au-
tomatise´s de Micromanipulation et MIcroassemblage’ (SAMMI) du de´partement ’Auto-
matique et Syste`mes Micro-Me´catroniques’ (AS2M) de l’Institut FEMTO-ST 2 de Be-
sanc¸on. Le pre´sent document est structure´ en six chapitres.
Le premier chapitre se concentre sur le contexte de la micromanipulation et du micro-
assemblage en revue les difficulte´s limitant les performances souhaite´es. Une description
des diffe´rents type d’actionnement fre´quemment utilise´s est e´galement pre´sente´e. Dans
ce travail, nous nous focalisons particulie`rement sur les syste`mes de micromanipulation
a` base de poutres pie´zoe´lectriques. Nous donnons a` la fin du chapitre un bref e´tat de
l’art sur la commande des poutres pie´zoe´lectriques.
Le second chapitre s’inte´resse aux concepts de base de l’analyse par intervalles uti-
lise´s pour encadrer les incertitudes parame´triques des syste`mes. Nous donnons d’abord
les pre´liminaires mathe´matiques du calcul par intervalles. Puis, nous abordons la repre´-
sentation des syste`mes a` incertitudes parame´triques. Nous proposons ensuite quelques
the´ore`mes d’inclusion utiles pour la partie commande.
Dans une premie`re partie du troisie`me chapitre, nous donnons la mode´lisation ana-
lytique des actionneurs pie´zoe´lectriques. Une e´tude de la variabilite´ du comportement
des actionneurs pie´zoe´lectriques en fonction de leurs dimensions sera pre´sente´e. Dans le
but d’ame´liorer les performances des actionneurs pie´zoe´lectriques, la deuxie`me partie du
chapitre pre´sente une me´thode de dimensionnement de ces derniers en utilisant l’analyse
par intervalles. Deux proble`mes de dimensionnement seront ensuite expose´s.
Les aspects de mode´lisation des non-line´arite´s et la commande en de´flexion pour le
micro-positionnement pre´cis des actionneurs pie´zoe´lectriques forment le cœur du cha-
pitre quatre. Dans un premier temps, nous donnons la mode´lisation de l’hyste´re´sis et
sa compensation par inversion du mode`le de Bouc-Wen. Puis, nous pre´sentons une des-
cription par intervalles du comportement dynamique des actionneurs pie´zoe´lectriques.
Afin d’assurer un cahier des charges voulu en de´flexion, nous proposons ensuite deux
me´thodes de synthe`se de correcteur en utilisant les techniques du calcul par intervalles.
Nous comparons ces dernie`res aux me´thodes de commande robuste H∞ et µ-synthe`se
des actionneurs pie´zoe´lectriques propose´es ante´rieurement [Rak06b] [Rak09].
Au chapitre cinq, nous traitons la commande en force des actionneurs pie´zoe´lec-
triques. En raison du manque de capteur de force, nous rappelons une estimation non-
line´aire de la force propose´e dans des travaux pre´ce´dents. Ensuite, nous pre´sentons une
mode´lisation par intervalles pour de´crire le comportement en force. Pour la commande
en force, nous de´veloppons une technique par intervalles applique´e a` la synthe`se d’un
correcteur RST. Les re´sultats obtenus seront discute´s et compare´s a` ceux obtenus avec
la commande µ-synthe`se.
2. Franche-Comte´ E´lectronique, Me´canique, Thermique et Optique - Sciences et Technologies
4Enfin, le chapitre six est consacre´ au de´veloppement et a` la commande hybride
d’une micropince. La micropince est base´e sur les actionneurs pie´zoe´lectriques e´tudie´s
au chapitre trois. Pour la synthe`se des lois de commande, nous mettons en œuvre les
approches de commande par intervalles propose´es aux chapitres quatre et cinq. Dans la
seconde partie du chapitre, nous pre´sentons la commande hybride (force/deflexion) de





Ces dernie`res anne´es, la miniaturisation des produits est devenue un sujet d’inte´reˆt
croissant dans les milieux scientifiques et industriels. Des composants microsyste`mes ont
e´te´ de´veloppe´s afin de re´aliser des fonctions me´caniques, e´lectroniques, thermiques, op-
tiques, etc. Pour cela, les techniques de re´alisation, notamment de microfabrication et
de micro-usinage ont e´te´ invente´es et perfectionne´es. Ces produits miniatures trouvent
leur place dans de nombreuses applications. Il s’agit principalement d’applications cou-
rantes telles que : les teˆtes d’impression a` jet d’encre, les teˆtes de lecture de disques
durs, les syste`mes de communication sans fil, les syste`mes de stockage de donne´es, les
micro-miroirs utilise´s dans les syste`mes de vide´o projection, etc. D’autres applications
concernent les acce´le´rome`tres et les microcapteurs utilise´s dans les domaines de l’e´lec-
tronique mobile (te´le´phonie, GPS, etc), de l’ae´rospatial et de l’automobile. De nouvelles
applications apparaissent e´galement dans le domaine me´dical tels que les microrobots
explorateurs dans le corps humain (coloscopes intelligents).
La complexite´ croissante des produits miniatures conduit maintenant a` utiliser les
solutions d’assemblage (micro-assemblage) en plus des techniques de microfabrication.
Il y a deux raisons pour ceci : 1) la mise au point d’un processus de microfabrication de
type monolithique 1 peut devenir trop complexe mais les processus a` mettre en œuvre
peuvent eˆtre incompatibles ; 2) une structure assemble´e permet d’accomplir certaines
fonctionnalite´s complexes non re´alisables par un syste`me monolithique. La tendance a`
la re´alisation de microsyste`mes assemble´s ne´cessite le de´veloppement d’outils particuliers
de micromanipulation ou de micropositionnement qui sont adapte´s a` la manipulation
de petits objets. Nous appelons micromanipulation la manipulation d’objets de tailles
microme´triques 2 [Re´g08] (Figure 1.1). D’une manie`re ge´ne´rale, la manipulation com-
prend des taˆches de saisie, de maintien, de de´placement, de positionnement et de de´pose
1. Un processus de microfabrication de composants forme´s d’un seul bloc.
2. micro-objets ayant des dimensions variant de 1µm a` 1mm.
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d’un objet. Les pre´cisions de positionnement ne´cessaires pour re´aliser des taˆches de
micromanipulation sont d’ordre sub-microniques. Ainsi, en plus des taˆches de micro-
manipulation, l’assemblage comportant des taˆches d’attachement permet d’aboutir au
produit final (microsyste`me assemble´). Le micro-assemblage consiste a` effectuer le posi-
tionnement relatif d’au moins deux microcomposants et de re´aliser la liaison entre ces
microcomposants. La Figure 1.2 pre´sente quelques exemples de microsyste`mes re´sultant
de l’assemblage de diffe´rents composants.
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Figure 1.1 – Dimensions des micro-objets concerne´s par la micromanipulation.
Les ope´rations d’assemblage se font en suivant un ordre d’assemblage, appele´ gamme
[Coh98] [Bo¨h99]. On trouve par exemple l’assemblage microcomposant par microcom-
posant dans lequel les microcomposants sont assemble´s l’un apre`s l’autre comme indique´
sur la Figure 1.3-a. Malgre´ le de´bit limite´, le syste`me prise-de´pose est l’une des approches
les plus utilise´es pour re´aliser l’assemblage microcomposant par microcomposant. Il est
cependant possible d’augmenter le de´bit d’assemblage en effectuant un assemblage par
groupe. On peut distinguer deux cas : dans le premier cas, l’emplacement de tous les
microcomposants est connu a priori (voir Figure 1.3-b), dans le second, les microcom-
posants sont distribue´s dans des lieux inconnus (voir Figure 1.3-c).
Il a e´te´ montre´ que le micro-assemblage repre´sente jusqu’a` 80% du couˆt total de
la production des microsyste`mes [Koe99]. Ainsi, les recherches et les e´tudes actuelles
concernent le de´veloppement des techniques de micromanipulation et de micro-assemblage
qui repre´sentent des phases tre`s importantes dans les applications requie´rant des re´so-
lutions tre`s e´leve´es et des mouvements re´pe´tables. Cependant, l’e´volution des strate´gies





Figure 1.2 – Exemples de syste`mes assemble´s. a : roulement a` billes miniature. b :
syste`me d’engrenage compose´ de trains e´picyclo¨ıdaux miniatures (Institut fu¨r Mikro-
technik Mainz). c : spectrome`tre de masse miniature de dimensions 2 × 1 × 1 mm3























Figure 1.3 – a : assemblage composant par composant. b : assemblage par groupe
(emplacement connu des composants). c : assemblage par groupe (emplacement inconnu
des composants).
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1.2 Proble`mes lie´s a` la micromanipulation et au micro-
assemblage
Les niveaux de pre´cision et de re´solution requises pour re´ussir les taˆches de microma-
nipulation et de micro-assemblage doivent eˆtre tre`s e´leve´s. Cependant, il est tre`s de´licat
d’atteindre des pre´cisions et des re´solutions suffisantes dans le micromonde a` cause des
effets d’e´chelle 3 et des conditions physiques de manipulation [Tan01] [Shi00] [Zho01].
1.2.1 Proble`me de mesure
Afin de garantir une manipulation fiable d’objets microscopiques, il est ne´cessaire
de percevoir ce qui se passe dans le micromonde. Ne´anmoins, compte tenu de la minia-
turisation des syste`mes, le micromonde devient inaccessible directement a` l’ope´rateur.
Il est alors indispensable de fournir a` l’ope´rateur une information sur la position des
micro-objets manipule´s et/ou des pre´henseurs pour assurer un positionnement pre´cis.
De plus, la fragilite´ a` la fois des pre´henseurs et de certains micro-objets 4 manipule´s
rend critique la phase de mise en contact des pre´henseurs avec les objets. Pour cela, une
information sur la force applique´e par les effecteurs des pre´henseurs sur le micro-objet
(force de pre´hension) est primordiale afin d’e´viter tout risque d’endommagement ou de
de´te´rioration des micro-objets fragiles et inversement pour pre´server ces pre´henseurs.
1.2.1.1 Mesure de position
Dans le micromonde, la mesure de la position des micro-objets et des pre´henseurs
ne peut eˆtre re´alise´e par les moyens conventionnels 5. Pour cela, une perception des ope´-
rations de micromanipulation et de micro-assemblage peut eˆtre effectue´e a` l’aide d’un
syste`me de vision (came´ra-microscope-e´cran) qui permet de faire un ”zoom”sur le micro-
monde. L’utilisation de ces dispositifs de vision est particulie`rement adapte´e pour posi-
tionner les pre´henseurs au voisinage des micro-objets manipule´s. Cependant, l’utilisation
des moyens de vision pose des proble`mes d’encombrement et d’acce`s a` l’environnement
de travail. Ajoutons comme inconve´nient leur couˆt assez e´leve´, leur profondeur de champ
limite´e et leur forte sensibilite´ a` l’e´clairage. Dans de bonne conditions, avec ces syste`mes
de vision, on peut atteindre des pre´cisions sous le µm. Des capteurs optiques tels que les
capteurs laser par triangulation, les interfe´rome`tres, etc, sont e´galement utilise´s pour me-
surer les positions des micro-objets et les positions des pre´henseurs. La haute pre´cision,
la re´solution et la large bande passante des capteurs optiques favorisent leur utilisation
dans le micromonde. Cependant, ces derniers sont couˆteux, volumineux et ne´cessitent
une grande pre´cision d’alignement optique. D’autres techniques de mesure sont base´es
sur la variation des proprie´te´s du capteur telles que la variation de la re´sistance (jauges
3. Les effets d’e´chelle sont les phe´nome`nes et les proble`mes survenant quand on change de dimension
en conservant les meˆmes principes de fonctionnement.
4. Les micro-objets fragiles sont les cellules et organismes biologiques et les microcomposants op-
tiques, etc.
5. Les dispositifs de mesure utilise´s dans le macromonde.
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a` fil re´sistant, jauges pie´zore´sistives, etc) ou de la capacitance. En effet, la variation de
la re´sistance ou de la capacite´ de ces capteurs est proportionnelle a` la de´formation de
leur structure. Ces capteurs sont souvent place´s au niveau des surfaces des effecteurs des
pre´henseurs. Les capteurs a` variation de la capacitance sont connus par leur pre´cision et
leurs dimensions convenables. Ne´anmoins, ils sont caracte´rise´s par une faible re´solution,
une plage e´troite de mesure et des non-line´arite´s. Enfin, d’autres limitations existent
telles que la ne´cessite´ d’un circuit e´lectronique complexe et des difficulte´s lie´es au pro-
cessus de fabrication. Les capteurs a` variation de la re´sistance sont tre`s sensibles a` la
variation de la tempe´rature ambiante. De plus, l’inte´gration des jauges a` fil re´sistant sur
les effecteurs des pre´henseurs ayant des surfaces sous le mm2 est pratiquement difficile
a` re´aliser.
Les avantages et les inconve´nients de quelques capteurs utilise´s pour la mesure de la
position dans le micromonde sont re´sume´s dans le Tableau 1.1.
Table 1.1 – Quelques capteurs actuellement utilise´s dans les applications du micro-
monde.
Type du capteur Avantages Inconve´nients
Laser par Haute pre´cision et re´solution Couˆteux, grandes tailles
triangulation bonne bande passante plage de mesure limite´e
Interfe´rome`tre Re´solution tre`s e´leve´e, haute Couˆt tre`s e´leve´, grandes tailles
pre´cision, plage de mesure large
piezoe´lectrique Tre`s large bande passante, Non line´aire, haute sensibilite´ aux
haute pre´cision conditions environnementales
Capacitif inte´gre´ Haute sensibilite´, haute Non line´aire
pre´cision, dimensions convenables
Traitement d’image Plage de mesure large Couˆt e´leve´, volumineux,
1.2.1.2 Mesure de force
La connaissance des forces permet d’ame´liorer les performances des taˆches de mi-
cromanipulation tout en assurant des efforts de contact et de pre´hension suffisants sans
toutefois endommager ou de´truire l’effecteur ou l’objet. Un autre avantage est que cette
information permet de controˆler l’effort d’insertion des micro-objets lors de l’assemblage.
L’ordre de grandeur des forces a` mesurer dans le micromonde de´pend e´videmment du
type d’objets (biologique, artificiel), de la taille caracte´ristique et des taˆches a` re´aliser.
Ge´ne´ralement, la plage des forces concerne´es par les ope´rations de micromanipulation
est comprise entre quelques microNewtons et quelques dizaines de milliNewtons [Fat97]
[Tic04] [Rak06b]. La mesure de la force dans le micromonde peut eˆtre effectue´e a` l’aide
des moyens de vision [Gre04] [Gre05]. Cependant, malgre´ l’e´volution des dispositifs de
vision, des contraintes de grandes tailles et couˆt e´leve´ limitent leur utilisation dans le
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micromonde. Il est e´galement possible d’obtenir une information sur les forces de ma-
nipulation a` partir de la de´formation de la structure des pre´henseurs [Bey07] [Lu06]
[Nel98] [Zho00]. Dans ce cas, des jauges de de´formation peuvent eˆtre utilise´es pour
mesurer la force de manipulation en les inte´grant dans des structures de pre´hension.
Ne´anmoins, leur inconve´nient majeur est la haute sensibilite´ a` la tempe´rature ambiante.
La Figure 1.4 montre un exemple d’utilisation de jauges de de´formation sur les micro-
pinces.
jauge résistivePZT
Figure 1.4 – Placement des jauges de de´formation au sein d’un micropre´henseur.
La mesure de la force de micromanipulation a e´te´ e´galement effectue´e en utilisant les
me´thodes capacitives [Sun02] [Sun03]. Cette technique de mesure repose sur le principe
e´lectrostatique. La Figure 1.5 pre´sente le sche´ma d’un capteur de force capacitif a` deux
degre´s de liberte´ [Sun02]. Ce capteur est capable de mesurer des forces jusqu’a` 490 µN
avec une re´solution de 0.01 µN le long de l’axe x et des forces maximales de 900µN
avec une re´solution de 0.24 µN le long de l’axe y. Cependant, la ne´cessite´ d’un circuit














Figure 1.5 – Sche´ma d’un capteur de force capacitif [Sun02].
Les microscopes a` force atomique AFM (Figure 1.6) ont e´te´ aussi utilise´s pour re´aliser
la mesure de force dans le micromonde. La force applique´e en extre´mite´ d’une poutre
AFM peut eˆtre de´rive´e a` partir de sa de´flexion. Ce principe de mesure semble tre`s
inte´ressant dans les applications de nanomanipulation [Tor94] [Ara03]. Les limites de
ce syste`me sont la plage de force mesure´e infe´rieure au milliNewton.











Figure 1.6 – Principe de mesure de force avec un AFM.
Les capteurs de force pie´zoe´lectriques occupent une place pre´ponde´rante dans les sys-
te`mes de micromanipulation. Leur principe de mesure repose sur l’effet pie´zoe´lectrique.
En effet, lorsqu’un mate´riau pie´zoe´lectrique est soumis a` une contrainte me´canique, des
charges e´lectriques proportionnelles a` cette contrainte apparaissent sur la surface du
mate´riau. Ge´ne´ralement, les capteurs de force pie´zoe´lectriques sont fabrique´s en uti-
lisant une couche de polyvinylidene fluoride (PVDF). Un capteur de force a` base de
PVDF ayant une re´solution meilleure que le microNewton a e´te´ conc¸u et fabrique´ par
Shen et al. [She03] (Figure 1.7). Les capteurs pie´zoe´lectriques sont caracte´rise´s par des







Figure 1.7 – Structure d’un capteur de force a` deux axes.
On trouve e´galement les capteurs de force magne´tiques [Bou03] (Figure 1.8). Les









Figure 1.8 – Capteur de force magne´tique [Bou03].
Compte tenu des objectifs de micromanipulation et de micro-assemblage et des ca-
racte´ristiques du micromonde, l’utilisation de capteurs convenables et pre´cis (capteurs
de position et de force) est indispensable. Cependant, les taˆches de mesure dans le micro-
monde repre´sentent une complexite´ scientifique a` lever pour assurer une automatisation
comple`te des taˆches de micromanipulation et de micro-assemblage. Jusqu’a` pre´sent, des
capteurs permettant la mesure de la position ou de la force, ayant des dimensions appro-
prie´es, une grande pre´cision et des hautes dynamiques n’existent pas. Les ope´rations de
micromanipulation et de micro-assemblage sont donc confronte´es a` un manque de cap-
teurs pre´cis et facilement inte´grables. Ceci repre´sente un verrou technologique qui limite
le de´veloppement des syste`mes de micromanipulation et de micro-assemblage automati-
se´s. Par ailleurs, les amplitudes des signaux utiles (positions, forces) dans le micromonde
sont tre`s faibles et deviennent comparables aux bruits. L’ordre de grandeur typique pour
les de´placements est de 10 nm a` 100 µm tandis que les forces mises en œuvre ont des
amplitudes infe´rieures a` 20 mN . Il en re´sulte un rapport signal/bruit tre`s de´favorable.
1.2.2 Proble`me d’actionnement
Contrairement aux syste`mes robotiques traditionnels base´s sur des articulations et
des moteurs, les microrobots sont ge´ne´ralement fonde´s sur des structures de´formables de
manie`re a` e´viter les jeux et frottements inhe´rents aux me´canismes articule´s. Ces struc-
tures de´formables sont des e´le´ments permettant la ge´ne´ration des mouvements. Un outil
particulie`rement utilise´ pour la pre´hension des micro-objets est la micropince [Kel94]
[Kel03] [Fed98]. Une micropince est compose´e de deux actionneurs syme´triques dans
laquelle chaque actionneur peut se de´placer dans une direction oppose´e a` celle de l’autre
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(mouvements d’ouverture et de fermeture) afin de saisir ou de relaˆcher un micro-objet.
La conception d’une micropince a pour objectif de choisir la nature de l’e´nergie d’action-
nement (e´lectrique, thermique, magne´tique, etc) et de formaliser les e´tapes ne´cessaires
pour la re´alisation des actionneurs afin d’atteindre certaines performances particulie`res
telles que l’amplitude des de´placements a` engendrer, les efforts a` de´velopper, la re´solu-
tion, la rapidite´, etc. Lors de cette phase de conception, il est important de prendre en
compte des contraintes relatives aux proprie´te´s et/ou formes des micro-objets manipule´s,
a` la faisabilite´ et au couˆt de re´alisation de l’actionneur.
Dans les applications de micromanipulation et de micro-assemblage, les actionneurs
sont souvent re´alise´s en utilisant les mate´riaux actifs. En effet, ces derniers permettent
d’accomplir des fonctions d’actionnement et/ou de mesure lorsqu’ils sont soumis a` un
changement environnemental : une contrainte, un champ e´lectrique ou magne´tique, une
variation de tempe´rature, etc. Ce type de mate´riau pre´sente des caracte´ristiques re-
marquables telles que : une haute re´solution et une large bande passante. Cependant,
les mate´riaux actifs sont tre`s sensibles aux conditions environnementales et posse`dent
des comportements non-line´aires et fortement hyste´re´tiques. Cela complique la taˆche
de commande des pre´henseurs et rend difficile l’obtention des niveaux de performances
requis pour les ope´rations de micromanipulation et de micro-assemblage. D’autres struc-
tures d’actionnement ont e´te´ employe´es dans les syste`mes de manipulation. Il s’agit
par exemple de structures a` actionneurs re´partis comme les ”smart surfaces” consti-
tue´es d’une matrice d’actionneurs servant a` ve´hiculer des micro-objets sur une surface
[Fuk06] ou encore des structures flexibles a` actionneurs re´partis sur un treillis [Gro08].
Ne´anmoins, ces structures pre´sentent une conception complexe et posent de nombreux
proble`mes de commande. Jusqu’a` pre´sent, l’absence d’actionneurs remplissant certains
crite`res de performances et de contraintes relatifs a` l’interaction du syste`me avec son
environnement tels que : la stationnarite´, la line´arite´, la re´solution e´leve´e, la haute sen-
sibilite´, la rapidite´, la re´versibilite´, etc, repre´sente une difficulte´ importante pour re´ussir
les taˆches de micromanipulation et de micro-assemblage.
1.2.3 Synthe`se
A` l’heure actuelle, les difficulte´s cite´es ci-dessus posent d’importants proble`mes pour
les syste`mes de micromanipulation/micro-assemblage. Ceci en particulier, lorsqu’on vou-
drait pouvoir de´placer et positionner des micro-objets d’une manie`re pre´cise et facile sans
la mise en œuvre de syste`mes de controˆle lourd tout en assurant une meilleure qualite´
des taˆches de micromanipulation/micro-assemblage. Les pre´henseurs (en particulier leurs
actionneurs) repre´sentent l’e´le´ment cle´ pour re´ussir ces taˆches de manipulation. Ceci a
mene´ la communaute´ de la microrobotique a` e´tudier les techniques de conception des
pre´henseurs ainsi que le de´veloppement de leurs principes d’actionnement.
Dans la section suivante, nous nous attacherons a` de´crire les principes d’actionnement
les plus de´veloppe´s dans les microsyste`mes, leurs avantages et leurs inconve´nients.
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1.3 Types et principes d’actionnement
La conception des pre´henseurs est ge´ne´ralement base´e sur les besoins de microma-
nipulation ainsi que le choix du type d’actionnement a` utiliser. Cette partie a pour but
de de´crire les diffe´rents actionneurs utilise´s dans la re´alisation des micropinces, leurs
principes, leurs avantages et leur inconve´nients.
Ge´ne´ralement, la se´lection d’un actionneur se fait de manie`re a` re´pondre a` certains
crite`res :
– mode d’alimentation de l’actionneur ;
– consommation ;
– amplitude de de´formation ;
– dimensions du micro-actionneur ;
– re´alisation technologique ;
– re´pe´tabilite´, line´arite´, pre´cision et bande passante ;
– force et couple a` de´velopper ;
– rigidite´ ;
– couˆt.
Un micro-actionneur, par de´finition identique a` celle d’un actionneur traditionnel,
est un syste`me simple ou complexe, qui transforme une e´nergie de type quelconque (e´lec-
trique, thermique, chimique, etc.) en un travail me´canique (de´placement/force) [Fat97]
[Gil94]. En microrobotique, le terme micro-actionneurs implique les actionneurs qui
ge´ne`rent des micro-de´placements avec des re´solutions microme´triques (ou submicrome´-
triques). Les dimensions d’un micro-actionneur sont infe´rieures a` quelques centime`tres
cube.
Selon les applications existantes dans le domaine de la microrobotique, on peut lister
les technologies principales d’actionnement couramment utilise´es dans la re´alisation des
micropinces :
– actionnement e´lectrostatique ;
– actionnement magne´tostrictif ;
– actionnement thermique ;
– actionnement pie´zoe´lectrique.
1.3.1 Micro-actionneurs e´lectrostatiques
Le principe de base de ce type d’actionnement consiste a` ge´ne´rer une force d’attrac-
tion e´lectrostatique. Cette force e´lectrostatique est produite en pre´sence d’une diffe´rence
de potentiel entre deux e´lectrodes conductrices se´pare´es par un die´lectrique (milieu non
conducteur) (Figure 1.9-a). La force d’attraction fournie de´pend de la distance se´pa-
rant les deux e´lectrodes, de leurs formes et surfaces, de la tension applique´e et des
proprie´te´s du mate´riau utilise´. Bien que plusieures configurations soient envisageables
en exploitant ce principe, les micro-actionneurs e´lectrostatiques sont souvent construits
en forme de peignes interdigite´s, dits ”comb-drives”. Cette forme contient deux e´lec-
trodes interdigite´es telle qu’une e´lectrode est encastre´e tandis que l’autre e´lectrode est
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mobile. Les peignes interdigite´s permettent de ge´ne´rer des mouvements translationels et
d’augmenter l’amplitude de la force pour une meˆme tension de commande. Ce principe
d’actionnement a` peignes interdigite´s a e´te´ exploite´ pour re´aliser des micropinces e´lec-
trostatiques. La Figure 1.9-b pre´sente une micropince a` actionnement e´lectrostatique




















Figure 1.9 – a : e´lectrodes soumises a` une excitation e´lectrique. b : micropince e´lectro-
statique a` peignes interdigite´s re´alise´e par la socie´te´ FEMTO TOOLS.
L’un des avantages de ce type d’actionnement est la faible consommation e´lectrique
au repos, le courant e´tant pratiquement nul. De plus, la vitesse de commutation semble
eˆtre un atout important de l’actionnement e´lectrostatique. Cependant, il ne´cessite l’em-
ploi de tensions importantes, typiquement 40 V a` 200 V pour produire quelques microns
de de´placement. L’utilisation des tensions e´leve´es (supe´rieures a` une tension dite de cla-
quage) peut entraˆıner des risques de de´te´rioration de l’actionneur. Ainsi, des phe´nome`nes
de collage physico-chimique (les plaques arrivent en contact) peuvent apparaˆıtre lorsque
les distances entre les peignes sont mal maˆıtrise´es [And91].
1.3.2 Micro-actionneurs magne´tostrictifs
Il s’agit des micro-actionneurs posse´dant la proprie´te´ de magne´tostriction [Lac93].
En fait, l’aimantation d’un mate´riau magne´tostrictif par un champ magne´tique externe
induit une de´formation du mate´riau (variation de dimensions). Le champ magne´tique
est souvent ge´ne´re´ par le passage d’un courant e´lectrique dans une micro-bobine cou-
ple´e avec un noyau ferromagne´tique. Parmi les e´le´ments purs a` magne´tostriction ge´ante
(ge´ne´ralement compose´s de fer et de terres rares), on trouve le Terbium (Tb) et le Dys-
prosium (Dy). On retrouve e´galement le Terfenol-D (TER : terbium, FE : iron, NOL :
Naval Ordnance Laboratory, D : Dysprosium) comme e´le´ment a` magne´tostriction ge´ante.
L’effet magne´tostrictif est re´versible, sous contraintes me´caniques, les proprie´te´s magne´-
tiques et re´sistives du mate´riau varient. Ceci implique la possibilite´ de re´alisation de
capteurs magne´tostrictifs. Les mate´riaux magne´tostrictifs sont capables de s’allonger ou
de se contracter dans l’axe du champ (Figure 1.10-a). Cette proprie´te´ magne´tostric-
tive donne lieu au de´veloppement des actionneurs appele´s bi-mate´riaux [Mar97]. En
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effet, la re´alisation d’une structure poutre par collage de mate´riaux ayant des proprie´te´s
magne´tostrictives diffe´rentes peut permettre selon la direction du champ magne´tique
l’obtention d’une de´flexion d’un cote´ ou de l’autre (Figure 1.10-b). Ce principe illustre´
par la Figure 1.10-b peut eˆtre exploite´ pour re´aliser des micropinces en utilisant deux















Figure 1.10 – a : principe d’un actionneur magne´tostrictif. b : micro-actionneur de type
bimorphe magne´tostrictif.
L’avantage majeur de ce type d’actionnement est le controˆle a` distance (sans contact).
Cette proprie´te´ est appre´cie´e notamment dans le cas ou` l’environnement de travail est
confine´ ou lorsque la taˆche a` re´aliser ne´cessite une isolation galvanique (cas de la mi-
cromanipulation en biologie ou en me´decine). Ainsi, ce principe d’actionnement permet
de de´velopper des forces relativement importantes. Cependant, la miniaturisation de
micro-actionneurs base´s sur ce principe n’est pas aise´e a` cause de la difficulte´ d’inte´grer
dans un faible volume au moins une micro-bobine et un noyau ferromagne´tique. De plus,
l’actionnement par champ magne´tique en microrobotique pose d’importants proble`mes
de commande dus essentiellement au phe´nome`ne d’hyste´re´sis.
1.3.3 Micro-actionneurs thermiques
Ce type d’actionnement utilise une e´nergie thermique pour engendrer des de´forma-
tions. Le principe d’actionnement est ge´ne´ralement base´ sur la transformation de phase
du mate´riau ou sur la the´orie de dilatation des solides ou des fluides (liquides ou ga-
zeux). L’un des inconve´nients des syste`mes thermiques est leur faible bande passante.
La rapidite´ de ces syste`mes thermiques est proportionnelle au volume a` chauffer. Dans le
cas de gros volumes, le temps de chauffage est tre`s lent. Comme dans le micromonde, le
rapport entre le volume de matie`re a` chauffer et les surfaces d’e´change thermique devient
tre`s favorable, le temps de re´ponse est re´duit et on trouve de nombreuses applications
de ces actionneurs.
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1.3.3.1 Micro-actionneurs a` alliage a` me´moire de forme (AMF)
Les alliages dits a` me´moire de forme (Ni-Ti, Cu-Zn-Al et Cu-Al-Ni) peuvent eˆtre de´-
forme´s de fac¸on plastique sous l’effet me´canique ou thermique. Comme leur nom indique,
ces mate´riaux posse`dent la proprie´te´ de “me´moire” et peuvent retrouver leur forme ini-
tiale en les chauffant. Les AMFs (alliages a` me´moire de forme) sont capables de ge´ne´rer
des de´formations de l’ordre de 6% sous l’action de la tempe´rature. On trouve aussi les
alliages a` me´moire de forme magne´tiques (AMFMs) apparus re´cemment et qui peuvent
se de´former sous l’application d’un champ magne´tique [Gau07]. Un exemple d’utilisa-
tion d’AMF est donne´ dans [Bel98]. Il s’agit d’une micropince base´e sur le principe
de transformation de phase du mate´riau, elle est utilise´e pour manipuler des microlen-
tilles de diame`tre d’environ 250 µm. Une micropince a` AMF a e´galement e´te´ de´velope´e
dans [Koh00]. Cette dernie`re est capable d’engendrer des de´placements et des forces de
l’ordre de 180 µm et 17 mN respectivement.
De manie`re ge´ne´rale, les AMFs sont avantageux en micro-actionnement car ils pro-
duisent des de´placements continus et une e´nergie massique tre`s importante. Un autre
point fort de ces micro-actionneurs est que leur actionnement peut se faire sur une plage
re´duite de variation de tempe´rature autour de la tempe´rature ambiante. Cependant,
le phe´nome`ne thermome´canique a` l’origine de la de´formation confe`re a` ces mate´riaux
un temps de re´ponse toujours long 6. Ceci rend ces micro-actionneurs peu exploitables
a` hautes fre´quences. De plus, le comportement des AMFs est complexe et fortement
hyste´re´tique [Ben98] [Ara94], ce qui rend la synthe`se des lois de commande complexe.
1.3.3.2 Micro-actionneurs a` dilatation thermique du solide
La structure de base de ces actionneurs est forme´e de deux ou plusieurs couches col-
le´es entre elles. Ces dernie`res n’ayant pas les meˆmes coefficients de dilatation thermique
(par exemple de l’Aliminium et du Silicium), lorsque l’ensemble est porte´ a` la meˆme
tempe´rature, chaque couche s’allonge diffe´remment provoquant une flexion globale de la
structure [Kol99] [Rak10b] (Figure 1.11-a). Des micropinces peuvent eˆtre re´alise´es en
exploitant ce principe [Rak11c]. En fait, les structures les plus utilise´es dans les micro-
syste`mes sont fonde´es sur la dilatation thermique d’un meˆme mate´riau en utilisant deux
poutres ayant des sections diffe´rentes (Figure 1.11-b). Le principe de fonctionnement de
cette dernie`re est base´ sur la diffe´rence de ge´ome´trie des deux poutres re´alise´es dans le
meˆme mate´riau. Le passage d’un courant a` travers la structure produit une flexion en
raison du gradient de tempe´rature obtenu. Une micropince e´lectrothermique permettant
la manipulation des cellules biologiques a e´te´ de´veloppe´e en utilisant ce dernier principe
[Chr05] (voir Figure 1.11-c). D’autres exemples de micropince e´lectrothermique sont
donne´s dans [Voi08] [And08].
Les micro-actionneurs a` dilatation thermique peuvent eˆtre aise´ment fabrique´s par
micro-usinage (microfabrication). De plus, ils permettent de produire des forces et des
de´formations importantes. Cependant, leur inconve´nient majeur est le temps de re´ponse
assez long a` cause des e´changes thermiques.



















Figure 1.11 – a : principe d’un micro-actionneur thermique de type bilame. b : principe
de micro-actionnement thermique exploitant la diffe´rence de ge´ome´trie. c : micropince
e´lectrothermique [Chr05].
1.3.4 Micro-actionneurs pie´zoe´lectriques
La Pie´zoe´lectricite´ a e´te´ de´couverte par Pierre et Jacques Curie en 1880. Le phe´-
nome`ne de la pie´zoe´lectricite´ peut eˆtre explique´ par l’apparition d’une polarisation du
mate´riau (et donc des charges e´lectriques) sous l’action d’une contrainte me´canique
(Figure 1.12-a). C’est l’effet pie´zoe´lectrique direct. De meˆme, il existe un effet inverse
consistant en l’apparition d’une de´formation du mate´riau suite a` l’application d’une dif-
fe´rence de potentiel (Figure 1.12-b). Ces mate´riaux pie´zoe´lectriques pre´sentent donc un
couplage e´le´ctrome´canique.
Il existe une varie´te´ de mate´riaux pre´sentant l’effet pie´zoe´lectrique, les cate´gories
principales sont :
– les monocristaux pour lesquels l’effet re´sulte directement de leur structure crista-
line (quartz, tourmaline) ;
– les structure polycristalines, a` savoir les ce´ramiques telles que la famille des PZT
(Oxyde de plomb, zirconium et titane ou Lead-Zirconate-Titanate en anglais) ;
– les polyme`res tels que le polyfluorure de vinylide`ne (PVDF) ;
– les composites qui sont obtenus par me´lange de diffe´rents mate´riaux pie´zoe´lec-
triques.
Plusieures structures de micro-actionneurs pie´zoe´lectriques sont disponibles sur le
marche´ parmi lesquels on trouve les formes : de disques, de tubes (cylindriques), d’el-
lipses et de poutres. Les structures les plus favorables des micro-actionneurs pie´zoe´lec-
triques sont les structures poutres compose´es de plusieurs couches piezoe´lectriques et
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Figure 1.12 – a : effet pie´zoe´lectrique direct. b : effet pie´zoe´lectrique inverse.
passives. Lorsque la structure est soumise a` une excitation e´lectrique, une de´flexion ap-
paraˆıt a` son extre´mite´. Les micro-actionneurs pie´zoe´lectriques sont tre`s utilise´s dans les
taˆches de micromanipulation et de micro-assemblage a` cause de la haute re´solution, la
haute densite´ de force et la large bande passante (rapidite´) du mate´riau pie´zoe´lectrique.
Par ailleurs, ils peuvent assurer indiffe´remment les fonctions d’actionneur, de capteur
ou d’actionneur et de capteur simultane´ment (appele´ mode de self-sensing 7). Leur uti-
lisation en mode self-sensing permet d’e´viter l’utilisation d’un capteur supple´mentaire
[Rak10c]. Cependant, l’inconve´nient majeur du self-sensing est la pre´cision et la bande
passante limite´es. La Figure 1.13 montre quelques exemples de micropinces pie´zoe´lec-
triques re´alise´es a` l’institut FEMTO-ST [Had00b] [Agn03] [Agn05]. Elles sont utilise´es
pour effectuer des ope´rations de prise-de´pose (pick-and-place) de micro-objets.
Malgre´ les proprie´te´s remarquables des mate´riaux pie´zoe´lectriques, ils pre´sentent
quelques inconve´nients notamment leur comportement non-line´aire et leur haute sen-
sibilite´ a` la tempe´rature. Les forces fournies par les micro-actionneurs pie´zoe´lectriques
sont relativement importantes, mais les de´formations engendre´es restent tre`s faibles,
typiquement environ 0.1% a` 0.2%.
7. Le mode de self-sensing s’agit de faire fonctionner un e´le´ment pie´zoe´lectrique en modes actionneur







Doigts actifs de la micropince
(c)
Figure 1.13 – a : une micropince a` poutres pie´zoe´lectriques unimorphes [Had00b]. b :
une micropince a` poutres pie´zoe´lectriques bimorphes [Agn03]. c : une micropince MMOC
a` actionnement pie´zoe´lectrique inte´gre´ au niveau des doigts de pre´hension [Agn05].
1.3.5 Comparaison des diffe´rents types d’actionnement
Chaque type de micro-actionnement pre´sente´ pre´ce´demment a ses avantages et ses
inconve´nients. Le Tableau 1.2 re´sume les caracte´ristiques de quelques micro-actionneurs
fre´quemment utilise´s dans les applications de micromanipulation et de micro-assemblage.
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Table 1.2 – Re´sume´ comparatif des caracte´ristiques de quelques types d’actionnement.
Actionneur Amplitude de Force Temps de Mode
de´formation engendre´e re´ponse d’actionnement
Magne´tostrictif importante importante rapide sans contact
E´lectrostatique importante importante rapide par contact
Thermique importante tre`s importante lent par contact
Pie´zoe´lectrique tre`s faible tre`s importante tre`s rapide par contact
En fait, l’actionnement magne´tostrictif permet de re´aliser des de´placements a` dis-
tance et sans contact. Cependant, l’exploitation de ce principe d’actionnement est sou-
vent tre`s contrainte par les dimensions re´duites des microsyste`mes. De meˆme, il pre´-
sente un effet d’hyste´re´sis a` cause des interactions magne´tiques. Les micro-actionneurs
e´lectrostatiques sont connus par leur rapidite´ de commutation et leurs de´formations im-
portantes. Ne´anmoins, ils sont limite´s en quantite´ d’efforts fournis et leur actionnement
ne´cessite des tensions e´leve´es. Les phe´nome`nes de collage physico-chimique et le champ
e´lectrostatique pouvant attirer des micro-objets (poussie`res par exemple) pre´sents dans
l’environnement de travail sont aussi des limitations de ce type d’actionnement. Quant
aux micro-actionneurs thermiques, ils permettent de produire des efforts et des de´place-
ments importants. Ne´anmoins, l’inconve´nient majeur de l’actionnement thermique est
la bande passante limite´e. D’autres limitations sont lie´es aux non-line´arite´s. Les micro-
actionneurs pie´zoe´lectriques sont capables de de´velopper de grandes forces mais de tre`s
faibles de´placements. Une autre proprie´te´ remarquable de ces micro-actionneurs est la
large bande passante permettant leur exploitation a` haute fre´quence. L’inconve´nient
majeur est leur comportement fortement non-line´aire duˆ aux phe´nome`nes d’hyste´re´sis
et de de´rive et la haute sensibilite´ a` l’environnement.
Les diffe´rentes caracte´ristiques cite´es ci-dessus conduisent a` des applications spe´-
cifiques de chacun de ces principes de micro-actionnement. Malgre´ son comportement
non-line´aire, l’actionnement pie´zoe´lectrique est largement utilise´ pour agir dans le mi-
cromonde en raison des proprie´te´s favorables du mate´riau pie´zoe´lectrique.
Nous nous inte´ressons dans nos travaux aux micro-actionneurs pie´zoe´lectriques de
structures poutres qui, comme on vient de le voir, posse`dent des capacite´s inte´ressantes
sur le plan de la re´solution, de la rapidite´ et de la densite´ de force.
1.4 Micro-actionneus pie´zoe´lectriques de structures poutres
Les structures les plus re´pandues des micro-actionneurs pie´zoe´lectriques sont les
structures poutres. Elles peuvent eˆtre unimorphes, bimorphes ou multimorphes. Les
structures unimorphes (Figure 1.14-a) sont forme´es d’une couche pie´zoe´lectrique (ma-
te´riau actif) et d’une couche passive (souvent du Nickel ou du Cuivre). Contrairement
aux unimorphes, les multimorphes (multicouches) sont compose´es de plusieurs couches
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actives et/ou passives (Figure 1.14-b). Lorsque la poutre est base´e sur deux couches









Figure 1.14 – a : poutre pie´zoe´lectrique unimorphe. b : poutre pie´zoe´lectrique multi-
morphe.
Dans les applications de manipulation, l’une des extre´mite´s de la poutre est fixe´e
par encastrement, tandis que l’autre est libre (Figure 1.15-a). Ainsi, un organe terminal
(effecteur) est ge´ne´ralement attache´ a` l’extre´mite´ libre de la poutre (Figure 1.15-b) afin
d’adapter aux objets manipule´s ou d’amplifier le de´placement.
1.4.1 Principe d’actionnement des poutres pie´zoe´lectriques
Dans le cas d’une poutre unimorphe, la couche de mate´riau actif s’allonge ou se
contracte sous l’action d’un champ e´lectrique (effet pie´zoe´lectrique inverse), tandis que
la couche passive ne se de´forme pas (Figure 1.16-a). Or, les deux couches e´tant col-
le´es entre elles, ceci provoque une de´flexion globale de la structure (Figure 1.16-b).
Ce principe reste le meˆme pour le cas des poutre pie´zoe´lectriques multimorphes. Les
structures multimorphes ont l’avantage d’augmenter l’amplitude de de´formation de la
poutre en re´duisant sensiblement les tensions d’alimentation et d’engendrer e´galement
des forces tre`s importantes. En comparaison avec les poutres unimorphes, les bimorphes
permettent d’avoir deux fois la de´flexion lorsque la meˆme amplitude de tension est ap-
plique´e [Pol00]. En d’autres termes, la tension ne´cessaire pour avoir une de´flexion avec
des structures unimorphes peut eˆtre re´duite en utilisant des structures multimorphes.
Cependant, il est plus difficile de fabriquer les poutres bimorphes ou multimorphes et
leur connectique est e´galement plus complexe 8.
8. Souder des fils conducteurs pour assurer l’excitation e´lectrique de la poutre devient une taˆche
difficile a` re´aliser sur des couches tre`s minces.









Figure 1.15 – a : poutre pie´zoe´lectrique encastre´e-libre. b : exemple d’emploi d’organes













Figure 1.16 – a : de´formation d’une couche pie´zoe´lectrique sous l’effet d’un champ
e´lectrique. b : poutre pie´zoe´lectrique unimorphe soumise a` un champ e´lectrique.
1.4.2 Modes de de´formation
Le couplage entre la direction du champ e´lectrique et la direction de de´formations
des poutres pie´zoe´lectriques peut se faire selon trois modes de de´formations principaux :
longitudinal, transversal et cisaillement. A` partir de ces trois modes de de´formations,
il est possible de re´aliser des combinaisons multiples de mouvements. La Figure 1.17
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montre ces modes de de´formations selon la fac¸on d’appliquer le champ e´lectrique et
selon la polarisation initiale (permanente) du mate´riau :
– mode longitudinal : les de´placements produits sont paralle`les a` la direction du
champ e´lectrique (allongement de la poutre coline´aire au champ e´lectrique) (Fi-
gure 1.17-a).
– mode transversal : les de´formations sont perpendiculaires a` l’axe du champ e´lec-
trique applique´ (Figure 1.17-b).
– mode de cisaillement : dans ce cas, les de´formations de cisaillement peuvent eˆtre
obtenues lorsque le champ e´lectrique applique´ est perpendiculaire a` la direction de


















Figure 1.17 – Modes de de´formation possibles d’une poutre pie´zoe´lectrique. a : mode
longitudinal. b : mode transversal. c : mode de cisaillement.
1.4.3 Limites et de´fauts des poutres pie´zoe´lectriques
Nonobstant les diffe´rents avantages qu’offrent les poutres pie´zoe´lectriques, elles res-
tent assujetties a` quelques de´fauts et limites qu’il faut prendre en conside´ration lors
de la conception de la commande des micro-actionneurs pie´zoe´lectriques. L’un des in-
conve´nients des poutres pie´zoe´lectriques est l’amplitude faible de la de´formation. Pour
reme´dier a` cette limitation, il est souvent recommande´ d’utiliser des structures empile´es.
D’autres de´fauts limitant les performances des micro-actionneurs pie´zoe´lectriques sont
re´sume´s dans les paragraphes suivants.
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1.4.3.1 Phe´nome`nes non-line´aires
Les mate´riaux pie´zoe´lectriqes, en particulier les pi ce´ramiques sont caracte´rise´s par
un comportement non-line´aire. Ces non-line´arite´s sont particulie`rement :
– l’hyste´re´sis : la de´formation engendre´e par une poutre pie´zoe´lectrique n’est pas
strictement line´aire avec l’augmentation du champ e´lectrique applique´. Lorsque la
tension applique´e devient importante (pratiquement supe´rieur a` 15% du champ
e´lectrique maximal), la re´ponse en de´flexion de la poutre est affecte´e d’un com-











Figure 1.18 – Phe´nome`ne d’hyste´re´sis
– la de´rive lente : e´galement appele´e fluage (ou encore creep), lorsque un saut de
tension est applique´ a` une poutre pie´zoe´lectrique, une de´formation lente peut eˆtre
observe´e sur la re´ponse temporelle de`s les premiers instants suivant le re´gime
transitoire (Figure 1.19). Ce phe´nome`ne est repre´sente´ par une perte logarithmique
de de´flexion dans le temps [Kai88]. La de´rive lente peut durer des dizaines de
minutes.
1.4.3.2 Influence de la tempe´rature
Les mate´riaux pie´zoe´lectriques (en particulier les ce´ramiques PZT) sont e´galement
caracte´rise´s par un coefficient de dilatation thermique qui est typiquement de 7× 10−6
K−1. Une variation de tempe´rature de 10 C˚ peut engendrer une erreur de 10 µm
sur les de´placements des micro-actionneurs pie´zoe´lectriques classiques [Rak07a]. De
plus, certains parame`tres physiques du mate´riau, tels que les coefficients me´caniques







Figure 1.19 – Phe´nome`ne de de´rive
1.4.3.3 Vieillissement
Ge´ne´ralement, les proprie´te´s des poutres pie´zoe´lectriques e´voluent graduellement
dans le temps. Les parame`tres physiques de la poutre ne demeurent stables que pour
une pe´riode de fonctionnement donne´e. En d’autres termes, une perte peut eˆtre observe´e
sur les coefficients pie´zoe´lectriques apre`s une periode d’exploitation. Pratiquement, cette
diminution des proprie´te´s pie´zoe´lectriques avec le temps est de type logarithmique et est
due a` une ou plusieures des conditions suivantes :
– application d’un effort me´canique e´leve´,
– application d’un champ e´lectrique fort,
– haute tempe´rature.
1.5 E´tat de l’art sur la commande des poutres pie´zoe´lec-
triques
Pre´dire la variabilite´ du comportement des poutres pie´zoe´lectriques repre´sente une
taˆche extreˆmement difficile. Ceci a un impact important sur la construction de mode`les
repre´sentatifs des poutres pie´zoe´lectriques. Ge´ne´ralement, une loi de commande calcule´e
sur la base d’un mode`le approximatif (nominal) pourrait ne pas assurer les performances
de la boucle ferme´e (voire de´stabiliser le syste`me boucle´). Pour reme´dier a` ce proble`me,
des techniques de mode´lisation et de commande permettant de prendre en compte les
phe´nome`nes complexes dans les actionneurs pie´zoe´lectriques ont e´te´ de´veloppe´es.
Selon la litte´rature, les syste`mes microrobotiques ne´cessitent la commande des de´-
placements (positions) des actionneurs et de la force de manipulation afin d’assurer une
bonne manipulation et un positionnement pre´cis. A` la fois des propositions de commande
en boucle ferme´e et en boucle ouverte ont e´te´ faites.
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Les techniques de la commande en boucle ferme´e repre´sentent la meilleure fac¸on pour
atteindre les performances requises. Elles permettent e´galement une commande robuste
qui prend en compte les variations des parame`tres du mode`le. Ne´anmoins, l’utilisation
de la commande en boucle ferme´e dans les syste`mes de micromanipulation et de micro-
assemblage est fortement limite´e par la difficulte´ d’inte´grer des capteurs pre´cis et rapides.
De ce fait, quelques e´tudes font appel aux techniques de la commande en boucle ouverte
[Bor05] [Dev07]. Les techniques de commande en boucle ouverte n’ont pas besoin
d’un retour d’information sur les sorties du syste`me [Rak10a] [Rak11a]. Toutefois, ces
techniques ne permettent pas de rejeter les perturbations et de prendre en compte les
incertitudes de mode`les.
1.5.1 Commande en boucle ouverte
La de´flexion des poutres pie´zoe´lectriques peut eˆtre commande´e en conside´rant soit
la charge e´lectrique soit la tension comme signal d’entre´e. L’approche de commande
en charge (Figure 1.20-a) est parfois adopte´e en exploitant la line´arite´ de la relation
charge-de´flexion [Com81] [New82] [Mai95]. L’un des points fort de cette me´thode est
la simplicite´ du calcul de la loi de commande, mais elle ne´cessite un circuit e´lectronique
complexe pour assurer l’alimentation du syste`me et la conversion de la charge en tension.
La de´flexion des poutres pie´zoe´lectriques est donc couramment commande´e en utilisant la
tension comme signal d’entre´e (Figure 1.20-b). La diffe´rence par rapport a` la commande
en charge se trouve au niveau des non-line´arite´s caracte´risant la me´thode de commande
en tension.
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Figure 1.20 – a : commande en charge Q d’un actionneur pie´zoe´lectrique. b : commande
en tension U d’un actionneur pie´zoe´lectrique.
Les approches existantes de commande des poutres pie´zoe´lectriques en boucle ouverte
(commande en de´flexion) sont souvent base´es sur l’inversion de mode`les non-line´aires.
Les mode`les inverses permettent de line´ariser le mode`le par une compensation des effets
inde´sirables cause´s par les non-line´arite´s (de´rive et hyste´re´sis) [Rak10a]. Le principe de
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cette commande en boucle ouverte consiste a` mettre en cascade le syste`me a` commander
(poutre) et l’inverse des deux mode`les d’hyste´re´sis et de de´rive comme indique´ dur la
Figure 1.21.
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Figure 1.21 – Commande en boucle ouverte par inversion du mode`le d’hyste´re´sis et de
de´rive.
Il existe diffe´rentes techniques permettant de de´crire le mode`le d’hyste´re´sis. Le mo-
de`le d’hyste´re´sis le plus utilise´ pour les mate´riaux pie´zoe´lectriques est l’ope´rateur de
Preisach [May91a] [Mra02] [Gol97] [Ge97]. D’autres mode`les d’hyste´re´sis existent
parmi lesquels on trouve le mode`le de Prandtl-Ishlinskii [Tan06] [Kuh01] [Rak10a] et
le mode`le de Bouc-Wen [Bou67] [Wen76] [Rak11a]. Il a e´te´ de´montre´ que le mode`le
de Preisach permet de mode´liser pre´cisement l’hyste´re´sis pour diffe´rents types d’ac-
tionneurs, tels que les actionneurs e´lectromagne´tiques [Mit00], actionneurs a` alliage a`
me´moire de forme [Gor97] et les actionneurs pie´zoe´lectriques [Cro01].
Diffe´rentes approches pour mode´liser la de´rive ont e´te´ propose´es. L’une des approches
consiste a` de´crire la de´rive par une fonction logarithmique de´pendante du temps [Jun00].
Les mode`les base´s sur une approximation logarithmique sont pratiquement non valides
a` cause de leurs sorties non-borne´es (infinies) quand t → ∞. Pour s’affranchir de ces
difficulte´s de mode´lisation, des mode`les ont e´te´ utilise´s [Mok08] [Cro01] [Rak10a].
Le choix d’un mode`le mode´lisant l’hyste´re´sis ou la de´rive de´pend de sa simplicite´
et de la possibilite´ de son inversion analytique (en particulier l’inversion du mode`le
d’hyste´re´sis). En effet, le mode`le mathe´matique d’hyste´re´sis pre´sente parfois quelques
conditions afin que l’ope´ration inverse du mode`le soit possible. La haute sensibilite´ aux
perturbations (tempe´rature et humidite´) est l’un des inconve´nients de la commande en
boucle ouverte des poutres pie´zoe´lectriques. Si l’on ne peut pas garantir les performances
dans ces conditions d’utilisation, la commande en boucle ferme´e permettra d’atteindre
de meilleures performances de fac¸on garantie.
1.5.2 Commande en boucle ferme´e
Dans le sche´ma de la Figure 1.22, on trouve des approches de commande prenant en
compte ou non de l’hyste´re´sis et de la de´rive des actionneurs pie´zoe´lectriques.
Les correcteurs traditionnels PID sont largement utilise´s dans de nombreuses appli-
cations microrobotiques [Kou82] [Cut91]. Ce type de correcteur est bien adapte´ aux
applications de micropositionnement, dans le cas ou` ses parame`tres sont correctement
ajuste´s.
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Figure 1.22 – Sche`me de commande en boucle ferme´e d’actionneurs pie´zoe´lectriques.
Les techniques de commande avance´e telles que les lois de commande robuste (H∞,
µ−synthe`se) ont e´te´ e´galement utilise´es dans la commande des actionneurs pie´zoe´lec-
triques. L’avantage principal de ces approches est qu’elles permettent de prendre en
compte les incertitudes lie´es au mode`le. Une me´thode pour mode´liser l’hyste´re´sis et
pour commander les poutres pie´zoe´lectriques a e´te´ propose´e dans [Rak09]. L’hyste´re´sis
est repre´sente´ par une approximation quadrilate´rale, tandis que la de´rive a e´te´ consi-
de´re´e comme une perturbation externe. Une loi de commande robuste H∞ base´e sur
le mode`le obtenu a donc e´te´ conc¸ue. Dans [Rak06a], une approximation multi-line´aire
a e´te´ utilise´e pour mode´liser l’hyste´re´sis d’une poutre pie´zoe´lectrique unimorphe. Afin
d’assurer les performances requises, un correcteur µ−synthe`se a e´te´ calcule´. Tsai and
Chen [Tsa03] proposent une me´thode pour la synthe`se d’une loi de commande robuste
H∞ pour commander la de´flexion, dans laquelle, le mode`le d’hyste´re´sis utilise´ est base´
sur le pre´dicteur de Smith.
Une autre technique consiste a` utiliser un correcteur feedback/feedforward comme
sur la Figure 1.23. Le pre´-compensateur a pour objectif de compenser d’abord les non-
line´arite´s (hyste´re´sis et de´rive) tandis que l’ajout du correcteur par feedback permet
ensuite d’ame´liorer la pre´cision de l’asservissement des actionneurs pie´zoe´lectriques. Ge´-
ne´ralement, le pre´-compensateur peut eˆtre obtenu par une simple inversion du mode`le
d’hyste´re´sis et/ou de de´rive. Par exemple, dans [Rak08], un pre´-compensateur base´ sur
l’inverse du mode`le de Prandtl-Ishlinskii est d’abord utilise´ pour line´ariser l’effet hys-
te´re´tique pie´zoe´lectrique. Ensuite, un correcteur robuste par feedback de type H∞ est
conc¸u pour rejeter l’effet d’une perturbation thermique. Croft and Devasia proposent
une me´thode de commande des micro-actionneurs pie´zoe´lectriques base´e sur le sche´ma
de la Figure 1.23 [Cro98]. Cette dernie`re est base´e sur l’inverse d’un mode`le polynomial
d’hyste´re´sis et la conception d’un correcteur PD pour amortir les vibrations.
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Figure 1.23 – Commande par compensation du mode`le de l’actionneur pie´zoe´lectrique.
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D’autres travaux adoptent la structure de commande feedback/feedforward donne´e
par la Figure 1.24. L’utilisation de cette structure permet d’assurer un bon suivi de tra-
jectoire [Dew98] [Son05] [Ge96]. Le correcteur ide´al feedforward permettant d’assurer
un suivi parfait de la sortie (y = yc) est le mode`le inverse de l’actionneur pie´zoe´lectrique.










Figure 1.24 – Commande feedback/feedforward assurant un suivi de trajectoire.
La Figure 1.25 montre une autre possibilite´ d’avoir une commande feedback/feedforward.
Le principe de cette dernie`re consiste tout d’abord a` e´liminer ou a` re´duire les effets
d’hyste´re´sis, de de´rive et des incertitudes lie´es au mode`le en utilisant une commande par
feedback. Ensuite, le correcteur feedforward peut eˆtre construit a` partir du syste`me en
boucle ferme´e line´arise´ [Lea02] [Li07].








Figure 1.25 – Commande feedback/feedforward par compensation du syste`me boucle´.
D’autres techniques existent pour commander les micro-actionneurs pie´zoe´lectriques
telles que la synthe`se de loi de commande par retour d’e´tat [Oka90] et les me´thodes
adaptatives [Li93] [Kuh99]. Des approches de commande par modes glissants ont e´te´
e´galement applique´es aux actionneurs pie´zoe´lectriques [Abi04]. Certaines sont base´es
sur les approches de la logique floue [Ste98].
D’apre`s les travaux existants, les approches de commande robuste occupent une
place tre`s importante dans le micromonde a` cause de leur efficacite´ et fiabilite´ a` assurer
le bon fonctionnement du syste`me en pre´sence des incertitudes. Ces me´thodes de com-
mande avance´e permettent de fournir une solution et formulation pre´cise au proble`me de
synthe`se de correcteur. Cependant, l’application de ces dernie`res me`nent a` des correc-
teurs d’ordre e´leve´. Pour les microsyste`mes, il est difficile d’imple´menter des correcteurs
d’ordre e´leve´ dans un microcontroˆleur, car ils sont couˆteux en terme de temps de calcul.
L’utilisation des me´thodes de re´duction d’ordre peut re´soudre ce proble`me. Cependant,
il a e´te´ montre´ qu’avec les correcteurs obtenus apre`s re´duction, les performances de la
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boucle ferme´e sont perdues en pre´sence des incertitudes. Pour e´viter cela, nous utilisons
une me´thode base´e sur la the´orie des intervalles.
1.5.3 Me´thode propose´e
Une me´thode simple et garantie pour mode´liser et/ou borner les incertitudes para-
me´triques consiste a` conside´rer chaque quantite´ variable incertaine dans un intervalle ou`
sa valeur exacte est incluse de fac¸on certaine. Manipuler des donne´es repre´sente´es par
des intervalles est supporte´ par la the´orie des ensembles et par l’outil de l’Analyse par
Intervalles. Ceci offre une alternative inte´ressante aux me´thodes ponctuelles (flottante).
D’apre`s certaines e´tudes, la premie`re formulation d’intervalle a e´te´ probablement
aborde´e par Healt en 1897 pour encadrer la valeur de π [Hea97]. D’autres e´tudes in-
diquent que les techniques d’analyse par intervalles sont apparues dans les anne´es 20 a`
partir des travaux de J. C. Burkill en 1924 [Bur24], de R. C. Young en 1931 [You31]
et plus tard par T. Sunaga en 1958 [Sun58]. Cependant, l’arithme´tique des intervalles
a connu un re´el de´veloppement suite aux travaux de the`se de Moore en 1962 [Moo62]
et a` la parution de son livre [Moo66] en 1966. L’objectif de ses travaux consiste a` ana-
lyser et quantifier les erreurs d’arrondis dans le calcul nume´rique. Apre`s cette pe´riode,
des travaux inte´ressants ont e´te´ re´alise´s par Neumaier [Neu85] en 1985, sur la solution
garantie d’un syste`me d’e´quations line´aires et non line´aires, et Kearfott [Kea89] via un
proble`me d’optimisation globale en 1989. En outre, avec la popularite´ de l’analyse par
intervalles, de nombreuses applications base´es sur les re´sultats de Moore sont apparues
ces dernie`res anne´es [Kea96] [Jau01].
Dans notre cas, l’analyse par intervalles nous permet de borner les incertitudes pa-
rame´triques des actionneurs pie´zoe´lectriques ; l’utilisation d’une fonction de transfert a`
parame`tres intervalles repre´sente une fac¸on inte´ressante pour de´finir un comportement
incertain [Kee94] [Lew94b] [Lew94a] [Sha91]. Par ailleurs, un tel mode`le intervalle
permet de mode´liser une famille de poutres pie´zoe´lectriques. La conception d’une loi
de commande base´e sur ce mode`le intervalle pourra donc eˆtre effectue´e pour atteindre
un cahier des charges pour toute poutre pie´zoe´lectrique ayant un mode`le a` l’inte´rieur
du mode`le intervalle. La commande par intervalles a e´te´ utilise´e pour commander de
nombreux syste`mes [Kee94] [Li09] [Jau01]. L’avantage principal de la commande par
intervalles est que la structure du correcteur peut eˆtre choisie a priori. Ce choix de struc-
ture permet de jouer sur l’ordre du correcteur et donc d’obtenir un correcteur d’ordre
suffisamment re´duit s’il existe.
1.6 Conclusion
Nous avons vu dans ce chapitre que les actionneurs, les micro-objets et les informa-
tions de´livre´es par les capteurs sont les e´le´ments principaux des syste`mes de microma-
nipulation et de micro-assemblage.
Nous avons montre´ qu’il existe une grande diversite´ de micro-actionneurs permettant
la re´alisation de nombreux syste`mes de pre´hension. Malheureusement, les taˆches de
micromanipulation et de micro-assemblage sont confronte´es a` la difficulte´ d’inte´grer
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des capteurs pre´cis et de dimensions compatibles avec le micromonde qui actuellement
repre´sente un verrou technologique.
L’actionneur repre´sente l’e´le´ment principal dans les syste`mes de manipulation. La
se´lection d’un type d’actionnement de´pend des caracte´ristiques de l’actionneur choisi et
des objectifs de micromanipulation souhaite´s. Dans nos travaux, nous nous focalisons
sur les actionneurs pie´zoe´lectriques qui sont largement utilise´s du fait de leurs excelentes
proprie´te´s en termes de haute re´solution, de haute densite´ de force et de large bande
passante. Cependant, certains phe´nome`nes complexes de ces actionneurs pie´zoe´lectriques
limitent certaines performances requises pour re´ussir les taˆches de micromanipulation
et micro-assemblage. Ceci me`ne a` des comportements incertains de ces actionneurs qui
empeˆchent d’obtenir des performances garanties. Pour re´ussir les taˆches de micromani-
pulation, des strategies adapte´es de mode´lisation et de commande devraient eˆtre mises
en place.
Les approches de commande d’actionneurs pie´zoe´lectriques sont nombreuses dont
chacune pre´sente des avantages et des inconve´nients. L’un des inconve´nients est lie´ au
nombre e´leve´ de degre´ de liberte´ des correcteurs de´rive´s qui empeˆche la satisfaction du
compromis performances/robustesse.
Notre the`se vise a` proposer une solution pemettant :
– de borner les incertitudes lie´es au mode`le ;
– de de´river des correcteurs robustes d’ordre re´duit et facilement imple´mentables
sous microcontroˆleur de´die´s a` ces microsyste`mes ;
– et de dimensionner des actionneurs pie´zoe´lectriques pour de´velopper des micro-
pinces.
Nous proposons une approche par intervalles combine´e avec les outils de l’automa-






Les incertitudes lie´es aux mode`les peuvent eˆtre classe´es en deux grandes cate´gories :
les incertitudes non structure´es (ou dynamiques) et les incertitudes structure´es (ou pa-
rame´triques). La premie`re cate´gorie concerne les dynamiques ne´glige´es dans un mode`le,
dont la structure est inconnue et l’ordre est susceptible de changer. La seconde cate´gorie
est lie´e aux variations ou erreurs d’estimation sur certains parame`tres du mode`le. Les
e´tudes s’inte´ressant a` cette seconde cate´gorie d’incertitudes, dont l’effet sur le comporte-
ment du syste`me est significatif, sont de plus en plus nombreuses. Il est donc essentiel de
les prendre en compte durant la mode´lisation pour assurer une meilleure approximation
de la re´alite´. Les approches probabilistes ont e´te´ de´veloppe´es pour repre´senter les incerti-
tudes parame´triques par des lois de probabilite´ (densite´ de probabilite´) [Ibr87] [Sch97]
[Man99] [Cam00]. Cette repre´sentation nous donne a` la fois un ensemble qui contient
certainement la valeur incertaine, mais aussi une information sur la manie`re dont est
distribue´e cette variable ale´atoire dans cet ensemble. Ne´anmoins, avec ces approches
probabilistes, il est souvent difficile de de´terminer une loi de probabilite´. Pour cela, il est
inte´ressant d’utiliser d’autres techniques utilisant moins de calculs et ne´cessitant moins
d’informations statistiques sur les variables.
Dans ce contexte, nous proposons d’utiliser les approches ensemblistes pour repre´sen-
ter les incertitudes parame´triques. Ces dernie`res permettent de borner les incertitudes
par un ensemble. En comparaison avec la me´thode probabiliste, l’approche ensembliste
est plus pauvre, mais elle permet de manipuler facilement des variables incertaines. De
plus, elle demande moins de connaissances et d’hypothe`ses que la me´thode probabiliste.
Les ensembles sont souvent caracte´rise´s par leurs bornes comme par exemple : les ellip-
so¨ıdes, les pave´s (produit carte´sien de n intervalles), les paralle´lotopes, les polytopes, etc.
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Depuis des anne´es, l’automatique s’est inte´resse´e a` l’approche ensembliste, en particulier
concernant :
– l’analyse de stabilite´ ;
– la synthe`se de lois de commande ;
– la suˆrete´ de fonctionnement ;
– le diagnostic ;
– l’estimation ;
– etc.
Dans le cas de notre contribution, l’approche ensembliste nous permet de traiter
les incertitudes de mode`le dues au comportement variable des poutres pie´zoe´lectriques
se traduisant par des incertitudes sur les valeurs identifie´es des parame`tres. Une forme
simple permettant de repre´senter de fac¸on exacte les incertitudes parame´triques consiste
a` encadrer l’ensemble des valeurs possibles des parame`tres par des vecteurs d’intervalles.
Ces intervalles contiennent de fac¸on garantie les valeurs exactes des variables incertaines.
Dans la commande des syste`mes a` incertitudes, le caracte`re garanti (assurer la stabilite´
et les performances) est exteˆmement important. Nous cherchons dans cette the`se a` ex-
plorer cet outil du calcul par intervalles pour mode´liser et commander les actionneurs
pie´zoe´lectriques.
2.2 Rappels sur l’arithme´tique d’intervalles re´els
Plus de de´tails sur les pre´liminaires donne´s dans cette partie se trouvent dans
[Moo66] et [Jau01].
2.2.1 Intervalles et pave´s
Le principe de base de l’arithme´tique d’intervalles consiste a` remplacer une valeur
re´elle point (flottante) d’une variable par un intervalle qui l’encadre. Cette repre´sentation
tre`s puissante offre une alternative inte´ressante a` l’arithme´tique flottante.
De´finition 2.1. On appelle intervalle re´el borne´ note´ [x] = [x, x], l’ensemble des nombres
re´els ve´rifiant :
[x] = [x, x] = {x ∈ R |x ≤ x ≤ x} (2.1)
pour tout couple de re´els flottants x et x, avec x ≤ x
Dans un intervalle [x] = [x, x], x et x s’appellent les bornes infe´rieure et supe´rieure
respectivement.
On note IR l’ensemble des intervalles borne´s ferme´s sur R.
Par exemple, la valeur de π n’est connue qu’avec une certaine pre´cision, elle peut
eˆtre repre´sente´e par un intervalle qui contient certainement sa valeur exacte :
[π] = [3.14, 3.15]
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Remarque 2.1. Dans le cas ou` x = x, [x] est dit intervalle de´ge´ne´re´. Un tel intervalle
contient un seul nombre re´el x. Par convention, un intervalle de´ge´ne´re´ [a] = [a, a] peut
eˆtre repre´sente´ par un nombre re´el a.
La taille (longueur) d’un intervalle [x] est donne´e par :
w([x]) = x− x (2.2)










Remarque 2.2. Notons qu’un intervalle [x] peut eˆtre e´galement exprime´ en fonction
de son centre et de son rayon comme suit :
[x] = mid([x])± rad([x]) (2.5)
De meˆme, on de´signe par IRn l’ensemble des vecteurs d’intervalles appele´s souvent
boˆıtes ou pave´s.
De´finition 2.2. Un pave´ (vecteur intervalle ou boˆıte) note´ [x] est un compact de Rn
de´fini par le produit carte´sien de n intervalles comme suit :























Quelques repre´sentations graphiques des nombres intervalles et des pave´s (cas de
n = 2, 3) sont donne´es dans la Figure 2.1.
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Figure 2.1 – Repre´sentation graphique des intervalles et des pave´s.
2.2.2 Ope´rations alge´briques et ensemblistes sur les intervalles
Il est possible d’e´tendre les ope´rations mathe´matiques e´le´mentaires aux intervalles.
En fait, le re´sultat d’une ope´ration entre deux intervalles est un intervalle qui contient le
re´sultat de toutes les ope´rations possibles de toutes les paires de nombres incluses dans
les deux intervalles.
De´finition 2.3. Conside´rons deux intervalles [x] = [x, x], [y] = [y, y] et un ope´rateur
arithme´tique ♦ ∈ {+,−, ∗, /}, on peut e´crire :
[x]♦[y] = {x♦y |x ∈ [x], y ∈ [y]} (2.8)
Les ope´rations classiques liste´es ci-dessus sont de´fini dans Tableau 2.1.
Table 2.1 – Ope´rations classiques sur les intervalles [Moo66] [Jau01].
Operation Definition
+ [x] + [y] = [x+ y, x+ y]
− [x]− [y] = [x− y, x− y]
∗ [x] ∗ [y] = [min{x ∗ y, x ∗ y, x ∗ y, x ∗ y},max{x ∗ y, x ∗ y, x ∗ y, x ∗ y}]
/ [x]/[y] = [x] ∗ [1/y, 1/y], 0 /∈ [y]
Les ope´rations the´oriques sur les ensembles peuvent eˆtre aussi applique´es aux inter-
valles. En effet, l’intersection de deux intervalles [x] ∩ [y] est un intervalle de´fini par :
1- si y < x ou x < y l’intersection est vide :
[x] ∩ [y] = ∅ (2.9)
2- ailleurs :




,min {x, y}] (2.10)
Dans ce dernier cas, l’union de [x] et [y] est aussi un intervalle :




,max {x, y}] (2.11)
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par ailleurs, dans le cas ou` [x] ∩ [y] = ∅, on obtient l’intervalle appele´ hull qui est





,max {x, y}] (2.12)
Il est de´montre´ que : [x] ∪ [y] ⊆ [x]∪[y] pour deux intervalles quelconques [x] et
[y] .
Remarque 2.3. Un ensemble S de forme quelconque peut eˆtre encadre´ par un pave´ [x]
(Figure 2.2-a). L’encadrement (pave´ [x]) re´alise´ contient tous les points de l’ensemble
S mais aussi d’autres points suple´mentaires. Toutefois, il est possible d’approximer un
ensemble S par l’union finie de petits pave´s (appele´e sous-pavage). Ceci est repre´sente´









Figure 2.2 – a : encadrement d’un ensemble par un pave´. b : approximation d’un
ensemble de R2 par l’union de pave´s de IR2.
2.2.3 Fonction d’inclusion
De´finition 2.4. Soit une fonction f : Rm → Rn. Une fonction intervalle [f] de´finie de
IR
m dans IRn est dite fonction d’inclusion de f si :
∀[x] ∈ IRm, f([x]) ⊂ [f]([x])
Notons que pour toute fonction f, on peut trouver une fonction d’inclusion. Cette
fonction d’inclusion n’est pas unique. La plus petite des fonctions d’inclusion de f est
unique et est appele´e fonction d’inclusion minimale.
Ge´ne´ralement, le re´sultat issu d’une succession d’ope´rations sur des intervalles n’est
pas minimal. Ceci est duˆ principalement a` deux causes distinctes : la de´pendance des
variables et l’effet d’enveloppement.
2.2.4 De´pendance des variables
Ce proble`me est lie´ a` la multi-occurence de certaines variables dans une e´valuation de
fonction. En fait, lors d’un calcul par intervalles, chaque occurence du meˆme intervalle
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est conside´re´e comme e´tant un intervalle diffe´rent. En d’autres termes, l’e´galite´ entre
un intervalle et lui meˆme est perdue. Ceci engendre une sur-approximation du re´sultat
final.
Exemple 2.1. Soit [x] = [−1, 1], alors [x]− [x] = [−1, 1]− [−1, 1] = [−2, 2] 6= {0}
2.2.5 Effet d’enveloppement
De manie`re ge´ne´rale, l’image d’un pave´ intervalles par rapport a` une fonction n’est
pas en ge´ne´ral un pave´ mais plutoˆt un ensemble [Neu93]. Donc, englober cette image re´-
sultante par un pave´ fait introduire des valeurs supple´mentaires dans le domaine calcule´.
Cette repre´sentation par pave´ conduit a` une source de surestimation. Cela est souvent
observe´ dans les algorithmes re´cursifs ou` la surestimation s’accumule au cours des ite´-
rations et conduit a` des intervalles surestime´s. Ceci les rend inexploitables en pratique.
Cet effet s’appelle l’effet d’enveloppement (wrapping effect).




pave´ [x]. On constate qu’apre`s deux rotations successives de
π
4
du petit carre´ initial [x],












Figure 2.3 – Effet d’enveloppement
2.3 Inversion ensembliste
Il peut arriver que le proble`me de conception d’une loi de commande soit formule´
par un syste`me d’ine´galite´s line´aires ou non-line´aires. De nombreuses me´thodes existent
pour re´soudre un syste`me d’ine´galite´s. Dans le cas d’un syste`me d’ine´galite´s a` coefficients
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intervalles, la caracte´risation de l’ensemble solution (image re´ciproque d’une fonction)
d’un tel syste`me est connue sous le nom de proble`me d’inversion ensembliste. L’une des
me´thodes garanties de re´solution est base´e sur l’analyse par intervalles dont le principe
consiste a` repre´senter les diffe´rentes ine´galite´s par des inclusions. Ensuite, l’utilisation
d’un algorithme base´ sur les techniques d’intervalles permet de remonter a` l’ensemble
solution.
2.3.1 Proble`me d’inversion
Soit [f] : IRp → IRn une fonction continue quelconque et soit un vecteur d’intervalles
connus de [Y] ⊆ IRn. On souhaite caracte´riser l’ensemble S donne´ par :
S = [f]−1([Y]) = {[x] ⊆ IRp |[f]([x]) ⊆ [Y]} (2.13)
S repre´sente l’image re´ciproque de [x] par la fonction [f]. La caracte´risation de l’en-
semble S des solution de (2.13) est un proble`me d’inversion ensembliste.
2.3.2 Re´solution d’un proble`me d’inversion ensembliste
Un proble`me d’inversion ensembliste (line´aire ou non line´aire) peut eˆtre re´solu d’une
manie`re garantie en utilisant l’algorithme SIVIA 1 (Set Inversion Via Interval Analy-
sis) propose´ par Jaulin et Walter [Jau93]. Cet algorithme permet d’approximer par
un sous-pavage (lorsqu’au moins une solution existe) l’ensemble des solutions. Cette ap-
proximation est re´alise´e par un encadrement inte´rieur et exte´rieur, S et S respectivement.
L’ensemble des solutions S peut eˆtre e´crit sous la forme :
S ⊆ S ⊆ S (2.14)
ou`
S = S ∪∆S (2.15)
avec
– S repre´sente l’ensemble des pave´s prouve´s solutions,
– ∆S permet de de´finir l’incertitude sur la caracte´risation de S. ∆S repre´sente l’en-
semble des pave´s pour lesquels aucune conclusion n’a pu eˆtre e´tablie.
Remarque 2.4. Notons que dans le cas ou` :
– S = ∅, on peut conclure que le proble`me (2.13) ne posse`de aucune solution,
– S 6= ∅, l’ensemble S n’est pas vide ; il existe au moins une solution ve´rifiant le
proble`me d’inclusion (2.13).
L’algorithme SIVIA ne´cessite une boˆıte (pave´) initiale de recherche [x]0 (elle peut
eˆtre choisie tre`s large). Cette boˆıte initiale est cense´e contenir suffisamment l’ensemble
des solutions S ou une partie de S. Le principe de l’algorithme SIVIA consiste a` re´aliser
des bissections sur le pave´ initial selon un test d’inclusion.
1. Cet algorithme a e´te´ inse´re´ dans des solveurs tels que Proj2D, Chloe´, etc.
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2.3.2.1 Test d’inclusion
Un test d’inclusion permet de tester si tous les points ou une partie d’un pave´ ap-
partiennent ou non a` un autre pave´ de´finissant une proprie´te´ donne´e. Soit t([x]) une
fonction boole´enne permettant de ve´rifier si [f]([x]) ⊆ [Y]. On peut distinguer trois cas
pour la fonction t([x]) de´finie comme suit :
t([x]) =

1 si [f]([x]) ⊆ [Y]
−1 si [f]([x]) ∩ [Y] = ∅
0 pour les autres cas
(2.16)
Un pave´ [x] est dit :
1. faisable (acceptable) ([x] ⊆ S), si t([x]) = 1, c’est a` dire ∀x ∈ [x], f(x) ∈ [Y].
2. non faisable (inacceptable) ([x] 6⊂ S), si t([x]) = −1, c’est a` dire ∀x ∈ [x], f(x) /∈ [Y]
3. inde´termine´ (ambigu), si t([x]) = 0, dans ce cas le pave´ [x] ne satisfait aucune des
deux premie`res possibilite´s.
Dans le dernier cas (inde´termine´), si la taille du pave´ [x] est supe´rieure a` une certaine
tole´rance ǫ fixe´e par l’utilisateur, on re´alise une partition en deux du pave´ afin d’effectuer
a` nouveau des tests d’inclusion sur les deux pave´s ge´ne´re´s.
2.3.2.2 Algorithme SIVIA
L’algorithme SIVIA avec le test d’inclusion est donne´ par le Tableau 2.2 suivant :
Table 2.2 – Algorithme SIVIA pour re´soudre un proble`me d’inversion ensembliste
[Jau93].
SIVIA(entre´es : [x], t, ǫ ; sorties : S, S )
1 si t([x]) = −1, rejeter [x] ;
2 si t([x]) = 1, alors S := S ∪ [x] ; S := S ∪ [x] ;
3 si w([x]) < ǫ alors S := S ∪ [x] ;
4 sinon bissecter [x] en [x1] et [x2] ;
SIVIA(e : [x1], t, ǫ ; s : S, S) ;
SIVIA(e : [x2], t, ǫ ; s : S, S).
Remarque 2.5. 1. Notons que les pave´s de tailles plus petites que ǫ sont stoque´s
dans l’ensemble ∆S repre´sentant l’incertitude sur la caracte´risation de l’ensemble
solution S.
2.4 Syste`mes a` incertitudes parame´triques 41
Remarque 2.6. 1. Ge´ne´ralement, on s’inte´resse a` chercher l’approximation inte´-
rieure S dont on est suˆre que tous les points de l’ensemble (sous-pavage) S sont
inclus dans l’ensemble des solutions S, c’est a` dire S ⊆ S. Dans le cas ou` l’ap-
proximation inte´rieure n’existe pas (S = ∅), il est possible de prendre des solutions
(incertaines) a` l’inte´rieur du sous-pavage S.
L’algorithme d’inversion ensembliste SIVIA trouve sa limite dans le cas ou` l’ensemble
S = [f]−1(Y) est de grande dimension (pratiquement, supe´rieure a` 2). En effet, le temps
de calcul augmente exponentiellement avec le nombre de variables et avec la pre´cision
souhaite´e sur la caracte´risation. Ajoutons comme causes supple´mentaires possibles de
l’augmentation du temps de calcul, le choix des fonctions d’inclusion et la strate´gie de
bissection.
2.4 Syste`mes a` incertitudes parame´triques
L’obtention d’une repre´sentation mathe´matique (mode`le) exacte d’un syste`me re´el
est ge´ne´ralement impossible et tre`s couˆteuse. Par ailleurs, une description pre´cise (si elle
existe) est complexe et complique souvent la taˆche de synthe`se de correcteurs. Ainsi,
les mode`les utilise´s ne sont qu’une repre´sentation imparfaite de la re´alite´. Ils sont donc
soumis a` diverses incertitudes. Notre e´tude dans cette the`se conside`re les incertitudes pa-
rame´triques. L’analyse par intervalles est l’un des outils puissants permettant de borner
les incertitudes parame´triques d’un syste`me par des intervalles connus.
2.4.1 Mode`le intervalle
Une repre´sentation d’un syste`me physique par un mode`le nominal (mode`le a` para-
me`tre point) n’est qu’une approximation de la re´alite´ obtenue apre`s des simplifications.
Surtout, elle est centre´e sur un point de fonctionnement du syste`me en conside´rant les
parame`tres comme fixes dans le temps. En fait, l’utilisation d’une fonction de transfert
classique n’est plus suffisante pour de´crire le comportement incertain d’un syste`me. Pour
cela, les mode`les intervalles permettant une description des variations du comportement
d’un syste`me apparaissent comme une alternative.
De´finition 2.5. Un mode`le intervalle SISO note´ [G](p, [r], [q]) repre´sente une famille
de syste`mes. Ce mode`le intervalle peut eˆtre mode´lise´ par :
1) une fonction de transfert a` coefficients borne´s par des intervalles connus comme
suit :


















∣∣∣qj ∈ [qj , qj ], ri ∈ [ri, ri]
 (2.18)
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tels que : [r] = [[r0], ..., [rn]] et [q] = [[q0], ..., [qn]] sont deux boˆıtes de parame`tres
intervalles (pave´s de nombres intervalles), p repre´sente la variable de Laplace .
2) ou par une repre´sentation d’e´tat caracte´rise´e par les matrices de re´alisation sui-
vantes :
[A] =
 [a11] ... ...: [aii]
. ... ...
 ; [B] =
 [b1][bi]
:
 ; [C] = ( [c1] [ci] ... ) ; [D] = 0 (2.19)
ou` tous les e´le´ments des diffe´rentes matrices sont des parame`tres intervalles.
La re´ponse d’un syste`me intervalle peut eˆtre de´finie par un tube de trajectoires,
appele´ souvent enveloppe englobante. Cette enveloppe englobe tous les comportements
possibles du syste`me re´el dont la re´ponse re´elle est comprise entre deux courbes (bornes
supe´rieure et infe´rieure de la re´ponse du mode`le intervalle).
2.4.2 Stabilite´ des syste`mes a` parame`tres incertains
Soit l’asservissement de la Figure 2.4. Le syste`me SISO G(p) est commande´ par un





Figure 2.4 – Asservissement de syste`me.
Dans la Figure 2.4 :
– yc est la consigne ;
– u est le signal de commande ;
– et y est la sortie du syste`me.
La stabilite´ repre´sente un crite`re fondamental dans la conception, l’analyse et la
commande des syste`mes. D’une manie`re ge´ne´rale, on distingue deux type de stabilite´ :
la stabilite´ BIBO (bounded input/bounded output) et la stabilite´ interne. Le premier
type de stabilite´ s’inte´resse au comportement externe du syste`me. La stabilite´ BIBO
est assure´e si l’e´nergie des signaux en sortie y(t) est borne´e pour une e´nergie borne´e
fournie en entre´e yc. En terme de fonction de transfert, elle correspond a` la stabilite´
du syste`me boucle´ GK(1 + GK)−1. Par contre, la stabilite´ interne exige que tous les
signaux internes de la boucle soient a` e´nergie borne´e (finie). Ge´ne´ralement, elle ne´cessite
la stabilite´ de trois fonctions de transfert en plus (S = (1 + GK)−1,KS,GS et GKS)
par rapport a` la stabilite´ BIBO. L’analyse de stabilite´ interne est ge´ne´ralement base´e
sur les repre´sentations d’e´tat de G et K.
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Lorsque les proprie´te´s d’un syste`me physique sont de´crites par un mode`le nominal,
l’e´tude de stabilite´ base´e sur ce mode`le est appele´e la stabilite´ nominale. Or, un mode`le
nominal n’est qu’une repre´sentation approximative de la re´alite´. Le mode`le nominal est
alors soumis a` diverses incertitudes. Assurer la stabilite´ du mode`le nominal boucle´ n’est
donc pas suffisant. Le de´veloppement de la the´orie de commande cherche a` garantir la
stabilite´ des syste`mes face aux diffe´rentes incertitudes parame´triques lie´es au mode`le.
Cette proprie´te´ est connue sous le nom de stabilite´ robuste [Bha95]. Selon la litte´rature,
plusieurs techniques ont e´te´ de´veloppe´es dans ce contexte. Le the´ore`me du petit gain
joue un roˆle tre`s important dans la commande et l’analyse de la stabilite´ robuste des
syste`mes.
The´ore`me 2.1. (The´ore`me du petit gain) Soit la structure en boucle ferme´e don-
ne´e par la Figure 2.5 dans laquelle H1(p) et H2(p) sont deux syste`mes interconnecte´s,



















Figure 2.5 – The´ore`me du petit gain.












Dans le The´ore`me 2.1, ‖Hi‖∞ (i = 1, 2) de´signe la norme-H∞ du syste`me Hi(p). Son
expression est de´finie dans l’Annexe A.
Dans le cas d’un asservissement soumis a` des incertitudes parame´triques, l’ide´e d’ana-
lyse de la stabilite´ robuste est re´sume´e par le sche´ma de la Figure 2.6 obtenu apre`s
isolation de la matrice des incertitudes de la partie nominale du syste`me. Cette matrice
d’incertitudes (note´e ∆) peut eˆtre donne´e sous la forme suivante :
∆ = diag {∂1.In1 , ..., ∂r.Inr}
ou` |∂i| ≤ 1 est la variation normalise´e du i
e`me parame`tre de ∆. M(p) repre´sente une
matrice de transfert nominale du syste`me boucle´ liant z et v.
La condition sur la stabilite´ du syste`me interconnecte´ (Figure 2.6) est donne´e par la
seconde version du the´ore`me du petit gain [Zam66]. La robustesse en stabilite´ base´e sur
la forme d’interconnection (Figure 2.6) a e´te´ e´galement e´tudie´e dans [Doy79] [You97]
[Ala99a].
The´ore`me 2.2. (The´ore`me du petit gain version 2) Soit M(p) une matrice de






Figure 2.6 – The´ore`me du petit gain.
est bien-pose´ et internement stable pour tout ∆ ∈ Cp×p avec ‖∆‖∞ < 1 si et seulement
si ‖M(p)‖∞ ≤ 1.
Ce the´ore`me est valable pour tout type d’incertitudes normalise´es de fac¸on que la
norme-H∞ de la matrice des incertitudes soit infe´rieure ou e´gale a` 1. Dans notre contri-
bution, nous nous inte´ressons au cas des incertitudes parame´trique.
L’avantage du the´ore`me du petit gain est l’analyse de la stabilite´ dans le cas des
syste`mes a` incertains SISO (Single Input Single Output) et MIMO (Multiple Input
Multiple Output). Cependant, ce dernier ne´cessite l’isolation de la matrice d’incertitude
∆ qui est une taˆche complexe surtout dans le cas de plusieurs parame`tres incertains.
Dans le cas des syste`mes SISO, d’autres approches d’analyse de stabilite´ de syste`mes
intervalles utilisent le polynoˆme caracte´ristique afin d’e´viter ce proble`me. L’avantage de
ces dernie`res est la simplicite´ de repre´sentation des incertitudes parame´triques. Ainsi, la
normalisation des incertitudes n’est pas ne´cessaire. Rappelons ces approches ci-dessous.
Soit un polynoˆme intervalle [A](p, [a]), tel que ai ∈ [ai, ai] :
[A](p, [a]) = [an]p
n + [an−1]p
n−1 + ...+ [a1]p+ [a0]
Ge´ne´ralement, la de´cision sur la stabilite´ d’un polynoˆme quelconque peut eˆtre obte-
nue en regardant ses racines. En fait, le polynoˆme intervalle [A](p, [a]) est stable si et
seulement si toutes ses racines sont a` partie re´elle ne´gative. Ne´anmoins, la caracte´risa-
tion de l’ensemble de toutes les racines possibles d’un polynoˆme intervalle d’ordre e´leve´
est tre`s difficile a` re´aliser. Pour cela, la plus part des travaux existants sont base´s sur
l’application directe du crite`re alge`brique de Routh-Hurwitz. Dans ces derniers, la stabi-
lite´ d’un syste`me donne´ est e´value´e a` partir des coefficients intervalles de son polynoˆme
caracte´ristique [Jau01] [Wal94].
1. une condition ne´cessaire pour que [A](p, [a]) soit stable est que tous ses coefficients
[ai] (∀i ∈ {1, ..., n}) soient de meˆme signe.
2. la condition ne´cessaire et suffisante pour la stabilite´ du polynoˆme [A](p, [a]) est
donne´e par le crite`re de Routh. Ce crite`re est base´ sur le tableau de Routh ayant
n + 1 lignes (voir Tableau 2.3). Les e´le´ments de la premie`re et de la deuxie`me
lignes sont les coefficients du polynoˆme [A](p, [a]). Les n− 1 lignes restantes sont
calcule´es comme suit :


























1 2 3 · · · · · ·
1 [an] [an−2] [an−4] · · · 0
2 [an−1] [an−3] [an−5] · · · 0
3 [b1] [b2] [b3] · · · 0






Le polynoˆme [A](p, [a]) est stable si et seulement si tous les termes de la premie`re
colonne du Tableau 2.3 sont de meˆme signe.
Parfois, pour des mesures de se´curite´ (marge de stabilite´), on s’inte´resse a` l’e´tude de
la δ-stabilite´ d’un polynoˆme intervalle. La δ-stabilite´ d’un polynoˆme intervalle [A](p, [a])
est assure´e si et seulement si toutes ses racines sont a` partie re´elle infe´rieure a` −δ.
D’autres travaux s’inte´ressent a` la ve´rification de stabilite´ via le crite`re de Routh-
Hurwitz en utilisant quelques polynoˆmes extreˆmes particuliers. Apre`s l’apparition du
ce´le`bre the´ore`me de Kharitonov [Kha78], l’analyse de la stabilite´ d’un polynoˆme a`
parame`tres incertains a attire´ une attention conside´rable des chercheurs [Bia83] [Bar84].
La stabilite´ robuste selon Kharitonov est satisfaite si quatre polynoˆmes extreˆmes, appele´s
polynoˆmes de Kharitonov sont Hurwitz 2.
The´ore`me 2.3. [Kha78] Soit [Q](p, [q]) un polynoˆme a` n parame`tres intervalles inde´-
pendants de´fini par :
[Q](p, [q]) = [qn]p
n + ...+ [q1]p+ [q0] (2.20)
tel que qi ∈ [qi, qi] pour i = 0, 1, ..., n.
Tous les polynoˆmes dans Q sont stables si et seulement si les quatre polynoˆmes sui-
vants Q1, Q2, Q3 et Q4 le sont aussi :


































En fait, le re´sultat de Kharitonov est base´ sur l’hypothe`se que les parame`tres inter-
valles sont inde´pendants. L’application du the´ore`me de Kharitonov dans le cas contraire
(coefficients de´pendants) conduit a` un conservatisme sur les conclusions de la stabilite´ et
la condition devient uniquement suffisante. Pour cette raison, une ge´ne´ralisation du the´o-
re`me de Kharitonov a e´te´ propose´e dans [Cha89] [Bar89] [Pet90]. Cette ge´ne´ralisation
permet d’e´largir la re´gion de stabilite´ dans la commande des syste`mes.
Les auteurs dans [Sma02] proposent une approche dans l’espace d’e´tat base´e sur
l’analyse par intervalles pour analyser la stabilite´ d’un syste`me boucle´. D’autres travaux
pour analyser la stabilite´ robuste des matrices intervalles en utilisant la forme de Lya-
punov sont de´veloppe´es dans [Gar93]. L’analyse de stabilite´ robuste dans [Jau99] est
base´e sur l’inclusion de deux ensembles.
2.4.3 Norme-H∞ d’un mode`le intervalle
La norme-H∞ est tre`s utilise´e dans les approches de commande robuste. En fait, elle
repre´sente un bon indicateur de performances. Dans le paragraphe suivant, on s’inte´resse
au calcul de la norme-H∞ dans le cas des syste`mes intervalles monovariables (SISO).
2.4.3.1 Normes-H∞ des syte`mes intervalles
Quelques me´thodes de calcul de la norme-H∞ ont e´te´ de´veloppe´es pour s’adapter
aux syste`mes intervalles. Ne´anmoins, ces me´thodes sont applicables au cas des syste`mes
intervalles monovariables. Leur principe de base consiste a` exprimer la norme-H∞ d’un
syste`me intervalle uniquement par quelques fonctions de transfert particulie`res base´es
sur certains polynoˆmes extreˆmes. Dans [An00b] [An00a], une me´thode a e´te´ propose´e
pour calculer la norme-H∞ d’un syste`me intervalle ponde´re´ par une fonction de transfert
W (p) = B(p)A(p) ve´rifiant les hypothe`ses suivantes :
1. toutes les racines du polynoˆme A(p) sont re´elles, ne´gatives et non re´pe´te´es (chaque
racine apparait une seule fois),
2. quelques soient deux racines re´elles α1 et α2 de A(p) telles que α2 < α1 < 0, il
existe au moins une racine re´elle β de B(p), telle que −α1 < |β| < −α2.
Il a e´te´ de´montre´ que cette norme peut eˆtre de´finie par la valeur maximale des
normes-H∞ de 16 fonctions de transfert base´es sur les polynoˆmes de Kharitonov. Les 16
polynoˆmes sont calcule´s par la combinaison des quatre polynoˆmes du nume´rateur et du
de´nominateur.
Soit un syste`me intervalle [G](p, [a], [b]) = [Num](p,[b])[Den](p,[a]) et une fonction de ponde´ration
satisfaisant les hypothe`ses pre´ce´dentes, si le syste`me ponde´re´ W (p)[G](p, [a], [b]) est
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propre et strictement stable, alors la valeur maximale de sa norme-H∞ est donne´e par
la formule suivante :






tels que Numi(p) et Denj(p) (i, j = 1, 2, 3, 4) sont les polynoˆmes de Kharitonov
correspondants au nume´rateur [Num](p, [b]) et au de´nominateur [Den](p, [a]) respecti-
vement.
Ce re´sultat est tre`s utile dans la the´orie de la commande robuste H∞ ne´cessitant le
calcul de la norme-H∞ d’une fonction de transfert ponde´re´e WG(p). Selon ces travaux,
la me´thode propose´e reste valable pour tout syste`me intervalle ponde´re´ par un scalaire
K[G](p, [a], [b]).
Long Wang [Wan02] a de´veloppe´ une approche pour calculer la valeur maximale
de la norme-H∞ de la fonction de sensibilite´ d’un syste`me intervalle. Cette me´thode
est base´e sur le meˆme principe que la me´thode pre´cedente, mais l’auteur a pu re´duire
le calcul de la norme en utilisant uniquement 12 fonctions de transfert base´es sur les
polynoˆmes de Kharitonov du nume´rateur et de´nominateur de la fonction de sensibilite´.
Selon Long Wang, la valeur maximale de la norme-H∞ de la fonction de sensibilite´
[S](p, [a], [b]) = [Den](p,[a])[Den](p,[a])+[Num](p,[b]) d’un syste`me intervalle [G](p, [a], [b]) est donne´e
par :






avec : ij = {11, 22, 33, 44, 12, 24, 43, 31, 21, 42, 34, 13}.
2.5 The´ore`me d’inclusion des performances
Dans cette partie, nous proposons quelques the´ore`mes d’inclusion des fonctions de
transfert intervalles, inclusion de leurs performances ainsi que leurs de´monstrations. Ces
the´ore`me seront utiles pour nos me´thodes de conception de lois de commande propose´es
dans les chapitres a` venir.
2.5.1 Inclusion des fonctions rationnelles
Le the´ore`me suivant issu des travaux de Boche [Boc66], est un re´sultat tre`s inte´res-
sant pour l’inclusion des fonctions intervalles. Il est aussi appele´ the´ore`me du confinement
(containment theorem).
The´ore`me 2.4. (the´ore`me de confinement) Soit une expression rationnelle [F ]([x])
de´pendante des variables intervalles [x] = [[x1], ..., [xn]]. Conside´rons une boˆıte de va-
riables intervalles [y] = [[y1], ..., [yn]]. Si [y] ⊆ [x], c’est a` dire [y1] ⊆ [x1], ..., [yn] ⊆ [xn]
est satisfait, alors [F ]([y]) ⊆ [F ]([x]) l’est aussi.
Preuve : Voir [Boc66].
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2.5.2 Inclusion des fonctions de tranfert intervalles
Le the´ore`me suivant est une conse´quence directe du The´ore`me 2.4.
The´ore`me 2.5. Soit deux mode`les intervalles stables [G1](p, [α], [β]) et [G2](p, [γ], [λ])
de´finis comme indique´ dans la De´finition 2.5 et ayant les meˆmes structures (les meˆmes





⇒ [G1](p, [α], [β]) ⊆ [G2](p, [γ], [λ])
Preuve : Notons que la variable de Laplace peut eˆtre repre´sente´e par un intervalle
complexe de´ge´ne´re´ p = [p, p] = [p]. La de´monstration est base´e sur le The´ore`me 2.4,
avec [F ]([x]) = [G2](p, [α], [β]) et [F ]([y]) = [G1](p, [α], [β]) ou` [x] = [[p], [γ], [λ]] et
[y] = [[p], [α], [β]]. D’apre`s le The´ore`me 2.4 on a :
[y] ⊆ [x]⇒ [F ]([y]) ⊆ [F ]([x])
qui conduit pour tout p a` :{
[α] ⊆ [γ]
[β] ⊆ [λ]
⇒ [G1](p, [α], [β]) ⊆ [G2](p, [γ], [λ])
2.5.3 Inclusion des performances des syste`mes intervalles
Dans la conception d’une loi de commande par intervalles, on utilise souvent la notion
d’inclusion de performances. Le the´ore`me suivant nous permet de de´finir l’inclusion
des re´ponses temporelles et fre´quentielles des fonctions de transfert intervalles. En fait,
ces re´ponses de´finissent les performances temporelles et fre´quentielles de´crites par les
syste`mes intervalles.
The´ore`me 2.6. Conside´rons deux fonctions de transfert intervalles [G1](p, [α], [β]) et
[G2](p, [γ], [λ]) ayant les meˆmes structures. Si [α] ⊆ [γ] et [β] ⊆ [λ] sont ve´rifie´s, alors
les re´ponses temporelle et fre´quentielle de [G1](p, [α], [β]) sont borne´es par celles de
[G2](p, [γ], [λ]).
Preuve : La de´monstration du the´ore`me est de´compose´e en deux parties : inclusion
des performances temporelles et inclusion des performances fre´quentielles.
1. preuve de l’inclusion des performances temporelles : en utilisant le The´ore`me 2.6,
si les inclusions [α] ⊆ [γ] et [β] ⊆ [λ] sont ve´rifie´es, alors on a :
[G1](s, [α], [β]) ⊆ [G2](s, [γ], [λ]) (2.23)
Comme ept est un intervalle complexe de´ge´ne´re´ pour tout p (variable de Laplace)
et tout t (variable de temps), l’inclusions (2.23) est e´quivalente a` :
[G1](p, [α], [β])e
pt ⊆ [G2](p, [γ], [λ])e
pt (2.24)
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Selon les proprie´te´s des intervalles (voir [Moo66]), l’inte´gration de chaque terme






















Les deux termes donne´s par (2.26) de´crivent les re´ponses temporelles [g1](t) et
[g2](t) de [G1](p, [α], [β]) et [G2](p, [γ], [λ]) respectivement. On de´duit :
[g1](t) ⊆ [g2](t) (2.27)
2. preuve de l’inclusion des performances fre´quentielles : cette de´monstration est e´vi-
dente lorsqu’on utilise le The´ore`me 2.6. En fait, l’inclusion (2.23) est valable pour
tout p. Dans le cas ou` p = jw, l’inclusion (2.23) devient :
[G1](jw, [α], [β]) ⊆ [G2](jw, [γ], [λ]) (2.28)
qui repre´sente l’inclusion des re´ponses fre´quentielles des deux termes.
Remarque 2.7. Une preuve de´taille´e du the´ore`me de l’inclusion des performances est
donne´e dans [Rak11b].
2.5.4 Exemple
Soit une fonction de transfert intervalle stable [G1](p, [α], [β]) de´finie comme suit :
[G1](p, [α], [β]) =
[0.6, 0.8]
[0.11, 0.25]p2 + [0.6, 0.9]p+ 1
(2.29)
tels que [α] = [0.6, 0.8] et [β] = [[0.11, 0.25], [0.6, 0.9]].
Conside´rons une autre fonction de transfert intervalle [G2](p, [γ], [λ]) incluse dans
[G1](p, [α], [β]) (2.29), c’est a` dire [G2](p, [α], [β]) ⊆ [G1](p, [γ], [λ]). On choisit :
[G2](p, [γ], [λ]) =
[0.68, 0.74]
[0.15, 0.19]p2 + [0.7, 0.8]p+ 1
(2.30)
Tout d’abord, nous ve´rifions l’inclusion des re´ponses temporelles des deux mode`les
(2.29) et (2.30). La Figure 2.7 pre´sente les re´ponses indicielles de [G1](p, [α], [β]) et
[G2](p, [γ], [λ]).
D’apre`s la Figure 2.7, on constate que la re´ponse indicielle de [G2](p, [γ], [λ]) est
incluse dans celle de [G1](p, [α], [β]).
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temps [s]












Figure 2.7 – Inclusion des re´ponses indicielles de [G1](p, [α], [β]) et [G2](p, [γ], [λ]).
Ensuite, on trace les magnitudes des deux fonctions de transfert sur la Figure 2.8.
Comme [G2](p, [α], [β]) ⊆ [G1](p, [γ], [λ]), l’enveloppe de la magnitude de [G1](p, [α], [β])






















Figure 2.8 – Inclusion des re´ponses fre´quentielles de [G1](p, [α], [β]) et [G2](p, [γ], [λ]).
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2.6 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons pre´sente´ une me´thode permettant de prendre en compte
les bornes supe´rieure et infe´rieure caracte´risant les incertitudes parame´triques dans les
syste`mes. Cette approche est base´e sur l’analyse par intervalles et consiste a` supposer
la variation de chaque parame`tre incertain dans un intervalle. La repre´sentation des
syste`mes a` parame`tres incertains par un mode`le intervalle montre l’inte´reˆt d’exploiter
cet outil.
Dans une premie`re partie de ce chapitre, nous avons rappele´ brie`vement quelques
notions pre´liminaires sur l’arithme´tique d’intervalles. Ensuite, nous avons vu que l’ap-
proche ensembliste offre la possiblite´ d’analyse de la stabilite´ robuste. Par cette approche,
il est e´galement possible d’e´valuer la valeur maximale de la norme-H∞ d’un syste`me in-
tervalle utilise´e dans la the´orie de la commande robuste. Nous avons pre´sente´ quelques
the´ore`mes d’inclusion concernant l’inclusion des fonctions de transfert et de leurs perfor-
mances. Ces the´ore`mes d’inclusion des performances seront utilise´s dans la conception
d’une loi de commande robuste par intervalles.
Dans les chapitres suivants, nous exploitons l’approche ensembliste pour dimen-
sionner des poutres pie´zoe´lectriques et borner les incertitudes parame´triques lie´es aux
mode`les de poutres pie´zoe´lectriques dans un objectif de concevoir des lois de com-







Une bonne connaissance du comportement des poutres pie´zoe´lectriques est toujours
ne´cessaire pour le calcul du correcteur pour leurs commandes. Pour cela, il est important
de comprendre les phe´nome`nes physiques mis en jeu lors de leur fonctionnement. De
nombreuses me´thodes ont e´te´ de´veloppe´es pour mode´liser le comportement statique et
dynamique de ces poutres pie´zoe´lectriques en utilisant les e´quations fondamentales de la
pie´zoe´lectricite´. Les mode`les propose´s dans ces travaux permettent d’estimer la de´flexion
des poutres pie´zoe´lectriques suite a` une excitation exte´rieure (e´lectrique, me´canique,
thermique, etc) et les fre´quences de re´sonance des diffe´rents modes de vibration.
Nous avons vu dans le premier chapitre que les poutres pie´zoe´lectriques sont un des
constituants essentiels des syste`mes microrobotiques. Dans les syste`mes de micromanipu-
lation et de micro-assemblage, on a ge´ne´ralement besoin d’e´largir la plage des de´flexions
et d’avoir de hautes fre´quences de re´sonnance tout en gardant les dimensions de ces
syste`mes adapte´es au micromonde. Nous concevrons des poutres pie´zoe´lectriques qui
permettent de re´pondre a` ce besoin. Cela consistera a` donner les dimensions (longueur,
largeur et e´paisseur) de la poutre et a` choisir les mate´riaux des diffe´rentes couches.
Ce chapitre s’inte´resse dans un premier temps a` mode´liser de fac¸on analytique le com-
portement statique et dynamique des poutres pie´zoe´lectriques multimorphes. Ensuite,
nous de´rivons les mode`les statique et dynamique des unimorphes et des bimorphes. En
utilisant ces deux types de poutres, nous comparons les re´sultats analytiques et expe´ri-
mentaux. Puis, nous abordons une analyse des variations du comportement des poutres
en fonction de leurs caracte´ristiques ge´ome´triques. Ceci permet de cibler les parame`tres
ge´ome´triques les plus influants sur lesquels le dimensionnement sera base´. Nous pro-
posons e´galement deux proble`mes typiques de conception de poutres pie´zoe´lectriques.
L’objectif des proble`mes de conception pre´sente´s est celui de l’ame´lioration des per-
formances (suivant un cahier des charges) de poutres pie´zoe´lectriques. Nous montrons
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dans ce chapitre comment formuler le proble`me de concepetion avec les techniques par
intervalles. Une re´solution est ensuite propose´e.
3.2 Mode´lisation line´aire des poutres pie´zoe´lectriques
La pie´zoe´lectricite´ est la proprie´te´ remarquable de certains mate´riaux de convertir de
manie`re re´versible une e´nergie me´canique en une e´nergie e´lectrique (effet pie´zoe´lectrique
direct et inverse). Dans cette partie, nous donnons des comple´ments concernant les mo-
de`les statique et dynamique des poutres pie´zoe´lectriques unimorphes et multimorphes.
3.2.1 Mode´lisation statique des poutres pie´zoe´lectriques
Le mode`le statique des poutres pie´zoe´lectriques peut eˆtre de´crit par les e´quations
constitutives de la pie´zoe´lectricite´ [IEE88] [Ike90]. Entre autres, ces e´quations de´crivent
la relation entre une excitation e´lectrique et la de´flexion a` l’extre´mite´ des poutres.
3.2.1.1 Mode`le tension-de´flexion des poutres multimorphes
Le comportement statique des poutres pie´zoe´lectriques multimorphes a e´te´ largement
e´tudie´ notamment dans [Bal07] [Wei99] [DeV97]. Les e´quations statiques mode´lisant
le comportement d’une poutre pie´zoe´lectrique propose´es dans ces travaux sont base´es
sur des approches e´nerge´tiques. Ces e´quations sont donne´es en fonction des proprie´te´s
physiques et des dimensions ge´ome´triques de la structure. Dans cette e´tude, on adopte
la description du comportement statique des poutres multimorphes pre´sente´e par Bal-
las [Bal07]. Cette description est plus ge´ne´rale, car elle fournit des relations liant les
parame`tres extensifs tels que la de´flexion δ a` l’extre´mite´ de la poutre, la pente α de la
poutre, le volume V de´place´ par la poutre et la charge sur les e´lectrodes Q, aux para-
me`tres intensifs tels que la force exte´rieure F applique´e a` l’extre´mite´ de la poutre ( force
perpendiculaire a` la poutre), le moment exte´rieur M, la tension U entre les e´lectrodes et
la charge de pression p pour tout point x le long de la poutre (voir la Figure 3.1-b). Dans
cette partie, nous nous inte´ressons particulie`rement a` la description du mode`le statique
tension-de´flexion, c’est a` dire (U, δ).
Soit une poutre pie´zoe´lectrique de section rectangulaire encastre´e-libre compose´e de n
couches colle´es entre elles comme indique´es sur la Figure 3.1-a. La largeur et l’e´paisseur
de la ie`me couche sont note´es respectivement wi et hi, tandis que la longueur L est
suppose´e identique pour toutes les couches. On notera s11,i et d31,i respectivement la
souplesse a` champ e´lectrique constant et la constante pie´zoe´lectrique de la ie`me couche.
























































Figure 3.1 – a : poutre pie´zoe´lectrique multimorphe encastre´e-libre. b : poutre pie´zo-
e´lectrique multimorphe soumise a` des excitations exte´rieures.
La position de l’axe neutre, note´e z joue un roˆle important dans la description du
mode`le statique, elle est de´finie par la distance de l’axe neutre et la surface infe´rieure de






















Le mode`le de´crivant le comportement statique des poutres multimorphes propose´
par Ballas est base´ sur les relations fondamentales de la pie´zoe´lectricite´ donne´es en
Annexe B. Pour une tension U , la de´flexion statique de tout point x de la longueur













































La relation (3.2) repre´sente une formulation plus ge´ne´rale pour de´crire le compor-
tement statique des poutres pie´zoe´lectriques multicouches. Un autre avantage de cette
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formulation est qu’elle permet la de´rivation de la de´flexion de n’importe quel point
x ∈ [0, L] le long de la poutre.
3.2.1.2 De´rivation du mode`le tension-de´flexion des unimorphes et des bi-
morphes
Nous de´rivons maintenant les mode`les tension-de´flexion des poutres unimorphes et
bimorphes en se basant sur le mode`le ge´ne´ral propose´ par Ballas (3.2). Soit une poutre
pie´zoe´lectrique unimorphe constitue´e d’une couche pie´zoe´lectrique et d’une autre couche
de mate´riau passif comme indique´e sur la Figure 3.2. Les deux couches colle´es entre elles
ont la meˆme longueur L (le long de l’axe x) et la meˆme largeur w = w1 = w2 (le long
de l’axe y), leurs e´paisseurs sont respectivement h1 = hmp et h2 = hp pour la couche
passive et la couche pie´zoe´lectrique. On note par s11,2 = s
p
11 et s11,1 = s
mp
11 , les souplesses












Figure 3.2 – Dimensions d’une poutre pie´zoe´lectrique unimorphe.
Dans le cas d’une unimorphe pie´zoe´lectrique, le mode`le tension-de´flexion est de´crit
par la formule (3.2) dans laquelle les parame`tresmpiezo et C sont de´termine´s pour n = 2.
Nous obtenons :
mpiezo =
−wd31hmp (hp + hmp)






























































On note que Smits et Choi ont e´galement propose´ une relation liant la de´flexion d’un
unimorphe a` la tension applique´e [Smi91a]. Leur re´sultat est identique a` (3.5) lorsqu’on
utilise x = L.
3.2 Mode´lisation line´aire des poutres pie´zoe´lectriques 57
De meˆme, dans le cas d’une poutre bimorphe compose´e de deux couches pie´zoe´lec-
triques (n = 2) ayant une largeur w et des e´paisseurs identiques hp, nous de´duisons a`















Ce re´sultat (3.7) issu du mode`le de Ballas est identique au re´sultat pre´sente´ dans les
travaux [Smi91b] lorsque x = L.
3.2.2 Mode´lisation dynamique des poutres pie´zoe´lectriques
Le mode`le dynamique des poutres pie´zoe´lectriques est re´gi par des e´quations diffe´-
rentielles partielles. Ces e´quations diffe´rentielles peuvent eˆtre de´rive´es en utilisant une
approche Hamiltonienne. Le comportement dynamique des poutres pie´zoe´lectriques est
ge´ne´ralement de´crit par leurs modes propres et coefficients d’amortissement. Les modes
propres d’une poutre pie´zoe´lectrique encastre´e-libre unimorphe ou multimorphe ont e´te´
de´ja` e´tudie´s dans de nombreux travaux [Smi94] [Bal07] [Wan98]. Quant au coefficient
d’amortissement, a` l’heure actuelle, il n’existe pas encore de me´thode analytique pour
le calculer, mais sa valeur peut eˆtre de´termine´e expe´rimentalement.
La de´flexion d’une poutre pie´zoe´lectrique peut eˆtre re´gie par l’e´quation diffe´rentielle











tels que : ra =
dr
dx







ρihiwi ou` m et ρi designent respectivement la masse totale relative a` la
longueur et la densite´ de la ie`me couche. C a e´te´ de´fini dans (3.3).
3.2.2.1 Fre´quences de re´sonance des poutres pie´zoe´lectriques multimorphes
Une fac¸on classique pour repre´senter les structures vibratoires est de conside´rer ses
modes 1. En effet, la dynamique d’une poutre pie´zoe´lectrique est caracte´rise´e par la
superposition des vibrations de ses modes propres. En the´orie, une poutre pie´zoe´lectrique
1. Repre´sentation modale.
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posse`de une infinite´ de modes propres de vibration. En pratique, on s’inte´resse souvent a`
quelques modes seulement. On peut conside´rer alors un nombre fini de modes dominants
pour de´crire la dynamique d’une poutre.
Ballas [Bal07] pre´sente une me´thode pour calculer les modes propres d’une poutre
pie´zoe´lectrique multimorphe 2. Dans ses travaux, l’e´quation diffe´rentielle homoge`ne sui-











Or, la valeur de l’amortissement des poutres pie´zoe´lectriques est pratiquement ne´-
gligeable, celui-ci traduit une faible valeur du coefficient ra. Ainsi, afin de de´terminer
les modes propres, l’amortissement est suppose´ nul. Ceci conduit donc au proble`me de








La solution de (3.10) est base´e sur la se´paration d’Ansatz en choisissant comme
solution pour la fonction de la de´flexion δ(t, x) [Smi00] [Lan98] [Bur93] :
δ(x, t) = X(x)φ(t) = X(x)φ0e
jwt (3.11)
Apre`s avoir introduit l’e´quation (3.11) dans l’e´quation (3.10), cette dernie`re peut
eˆtre reformule´e comme suit [AH03] [Tan03] :
∂4δ(x, t)
∂x4
− k4X(x) = 0 (3.12)











Le calcul de la pulsation de re´sonance ne´cessite la connaissance du parame`tre k
qui est difficile a` de´terminer. Ballas propose d’utiliser la transforme´e de Laplace 3 de la
relation (3.12) en prenant en conside´ration la re`gle de la de´rive´e. Dans le cas d’une poutre
pie´zoe´lectrique encastre´e-libre, la solution ge´ne´rale de (3.12) ne´cessite la re´solution du
proble`me donne´ par l’e´quation suivante [Bal07] :
1 + cos(kL)cosh(kL) = 0 (3.15)
2. La me´thode reste valable pour les poutres unimorphes et bimorphes
3. La variable x est concerne´e par la transforme´e de Laplace.
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ou` L est la longueur de la poutre.
Ce proble`me est obtenu en conside´rant les conditions aux limites suivantes :
1. conditions aux limites du coˆte´ encastre´ c’est a` dire x = 0 :
δ(0, t) = 0⇒ X(0) = 0
dδ
dx




2. la force et le moment a` l’extre´mite´ de la poutre (c’est a` dire x = L) sont nuls :








La relation (3.15) est connue sous le nom e´quation caracte´ristique d’une barre encastre´e-
libre. Une solution analytique de cette e´quation caracte´ristique est impossible. Une in-
finite´ de solution existe pour cette e´quation. La re´solution nume´rique de (3.15) conduit
a` m racines caracte´ristiques kmL telles que m = 1, 2, 3, ...∞. L’indice m correspond
physiquement au mode vibratoire approprie´. Le Tableau 3.1 pre´sente les cinq premie`res
solutions kL de l’e´quation caracte´ristique (3.15) [Tan03] [Soe93].
Table 3.1 – Solutions de l’e´quation caracte´ristique (3.15).
m 1 2 3 4 5 · · ·
kmL 1.8751 4.6941 7.8548 10.9955 14.137 · · ·
Les pulsations de re´sonance des modes d’une poutre pie´zoe´lectrique encastre´e-libre
sont obtenues par le moyen des racines caracte´ristiques kmL (m = 1, 2, ...) donne´es par
le Tableau 3.1 en prenant en compte la longueur L. La me`me pulsation de re´sonance wm









La fre´quence de re´sonance de chaque mode m est inversement proportionnelle au









On s’inte´resse souvent au premier mode appele´ mode primaire (ou encore mode









Il est possible d’exprimer les fre´quences fm (m = 2, 3, ...) des autres modes en fonc-






3.2.2.2 Application aux poutres pie´zoe´lectriques unimorphes et bimorphes
Les fre´quences de re´sonance des diffe´rents modes d’une poutre pie´zoe´lectrique uni-
morphe peuvent eˆtre de´rive´es directement a` partir de la formule (3.17) dont le parame`tre





























11 hp + s
p
11hmp) (ρmphmp + ρphp)
(3.20)
ou` ρp et ρmp sont respectivement les densite´s correspondantes aux couches pie´zo-
e´lectrique et passive. kmL (m = 1, 2, ...) prend les valeurs donne´es dans le Tableau 3.1.
La fre´quence de re´sonance f1 du premier mode peut eˆtre de´duite a` partir de (3.20) en
mettant kmL = 1.8751. Cette dernie`re a e´te´ calcule´e dans [Wan98].
Identiquement au cas unimorphe, l’utilisation de l’e´quation (3.17) permet de de´fi-
nir les fre´quences de re´sonance d’un bimorphe pie´zoe´lectrique en remplac¸ant C par la











ou` kmL est de´fini dans le Tableau 3.1 pour m = 1, 2, ....
3.3 Validation et analyse des mode`les the´oriques
Afin de valider les mode`les analytiques (statique et dynamique) des poutres uni-
morphes et bimorphes pre´sente´s dans la section pre´ce´dente, nous avons proce´de´ a` des
expe´rimentations sur des poutres pie´zoe´lectriques de´veloppe´es et de´ja` existantes au de´-
partement AS2M de l’institut FEMTO-ST. Ces poutres sont a` base de mate´riau pie´zo-
e´lectrique de type PZT (Lead zirconate titanate). La couche passive des unimorphes est
a` base de Nickel. Les valeurs des coefficients utiles des deux mate´riaux sont re´sume´es
dans le Tableau 3.2.
Les mode`les statiques et dynamiques pre´sente´s pre´ce´demment de´pendent non seule-
ment des proprie´te´s physiques des mate´riaux utilise´s, mais aussi des caracte´ristiques ge´o-
me´triques (longueur, largeur et e´paisseur) des lames colle´es. Pour cela, nous conside´rons
les proprie´te´s ge´ome´triques comme des variables pour valider et analyser le comporte-
ment des mode`les analytiques. Les e´paisseurs des couches pie´zoe´lectriques et passives des
poutres utilise´es sont respectivement 200 µm et 100 µm. Ces poutres pie´zoe´lectriques
3.3 Validation et analyse des mode`les the´oriques 61
Table 3.2 – Caracte´ristiques physiques du PZT et du Nickel.
mate´riaux souplesse s11 coefficient pie´zoe´lectrique d31 densite´ ρ
PZT (PIC151) 15× 10−12 m/N −210× 10−12 m/V 7800 kg/m3
Nickel 5× 10−12 m/N 0 8900 kg/m3
font 18 mm de longueur, 1 mm de largeur pour les bimorphes et 2 mm de largeur pour
les unimorphes 4.
3.3.1 Validation du mode`le statique
Sur la base des mode`les statiques (3.5) et (3.7), il est possible d’estimer la de´flexion
re´sultante des poutres unimorphes et bimorphes suite a` l’application d’une tension. Nous
comparons les mode`les the´oriques aux re´sultats expe´rimentaux des poutres unimorphes
et bimorphes pour diffe´rentes dimensions ge´ome´triques de la poutre. La largeur d’une
poutre pie´zoe´lectrique e´tant conside´re´e identique pour toutes ses couches, sa de´flexion
devient inde´pendante de la largeur w = wi (voir les e´quations 3.5 et 3.7). Ceci nous a
conduit a` une comparaison base´e sur la longueur et l’e´paisseur de la poutre. La longueur
L est de´finie comme la distance entre le point d’encastrement et l’extre´mite´ de la poutre,
c’est a` dire la longueur active.
Afin de comparer la de´flexion analytique a` la de´flexion mesure´e par expe´rimentation,
un signal sinuso¨ıdal d’amplitude 40 V et de fre´quence 2 Hz est d’abord applique´ a` une
poutre pie´zoe´lectrique unimorphe et ce pour des longueurs diffe´rentes. La de´flexion a`
l’extre´mite´ d’une poutre pie´zoe´lectrique soumise a` une tension e´lectrique est mesure´e
par un capteur de de´placement optique (produit de Keyence) selon le principe montre´













Figure 3.3 – Principe de mesure de la de´flexion d’une poutre pie´zoe´lectrique soumise a`
une excitation e´lectrique.
La Figure 3.4 montre la de´flexion d’une poutre unimorphe “PZT-Nickel” en fonction
de la tension applique´e, compare´e aux re´sultats the´oriques obtenus a` partir de l’e´quation
(3.5) pour diffe´rentes longueurs L = {10 mm, 12 mm, 14 mm, 16 mm}.
4. La largeur d’une poutre pie´zoe´lectrique est suppose´e identique pour toutes ses couches.
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Figure 3.4 – Mesures expe´rimentales d’une poutre unimorphe PZT-Nickel compare´es
aux re´sultats de simulation.
Le mode`le statique donne´ par (3.5) e´tablit une relation line´aire qui lie la de´flexion
a` l’extre´mite´ d’une poutre unimorphe et la tension applique´e, alors que expe´rimentale-
ment cette relation est non line´aire. En effet, les courbes expe´rimentales de la de´flexion
font apparaˆıtre un effet d’hyste´re´sis (Figure 3.4). Or les e´quations constitutives de la
pie´zoe´lectricite´ (voir Annexe B) ne prennent pas en compte les non-line´arite´s. Malgre´
tout, selon la Figure 3.4, la relation analytique de´finie par (3.5) permet d’estimer la
plage de la de´flexion produite pour une tension d’amplitude donne´e. En effet, le gain
statique coincide avec l’axe principal de l’hyste´re´sis.
Ensuite, on re´alise les meˆmes expe´rimentations sur une poutre bimorphe en appli-
quant une tension sinuso¨ıdal d’amplitude 40 V et de fre´quence 2 Hz. Les re´sultats
analytiques et expe´rimentaux sont trace´s sur la Figure 3.5.
De meˆme, on constate d’apre`s la Figure 3.5 que les poutres pie´zoe´lectriques bi-
morphes pre´sentent un effet d’hyste´re´sis. Le mode`le the´orique des bimorphes de´crit par
(3.7) est une approximation line´aire qui ne prend pas en compte l’hyste´re´sis. Comme
pour le mode`le analytique des unimorphes, ce dernier peut eˆtre utilise´ malgre´ tout pour
calculer la plage de la de´flexion correspondant a` une tension d’amplitude connue.
3.3.2 Validation du mode`le dynamique
Comme vu a` la section pre´ce´dente, le comportement dynamique des poutres pie´zo-
e´lectriques a e´te´ de´crit par des fre´quences de re´sonance calcule´es analytiquement. Par
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Figure 3.5 – Re´sultats de simulation et expe´rimentaux d’une poutre pie´zoe´lectrique
bimorphe.
ailleurs, l’amortissement ne peut eˆtre exprime´ par une relation analytique, mais il est
possible de le de´terminer expe´rimentalement. Nous comparons ici les fre´quences de re´-
sonance des poutres unimorphes et bimorphes calcule´es the´oriquement aux fre´quences
de re´sonance obtenues expe´rimentalement. Pour cela, le calcul des fre´quences des diffe´-
rents modes s’appuie sur les relations (3.20) et (3.21). Afin de de´terminer les valeurs des
fre´quences de re´sonance expe´rimentalement, une analyse harmonique a e´te´ effectue´e en
appliquant un signal sinuso¨ıdal de faible amplitude, c’est a` dire 1 V , et pour diffe´rentes
fre´quences. En fait, l’utilisation d’une faible amplitude permet d’e´viter la de´terioration
de la poutre au voisinage de la fre´quence de re´sonance.
De la meˆme manie`re que la comparaison faite pour le mode`le statique, on effec-
tue une comparaison des fre´quences de re´sonance the´oriques et expe´rimentales avec les
meˆmes poutres unimorphes et bimorphes utilise´es pre´ce´demment et ce pour diffe´rentes
longueurs. En pratique, on s’inte´resse souvent aux premiers modes. Dans notre cas, on
s’inte´resse au premier et au second mode. Commenc¸ons par calculer analytiquement et
expe´rimentalement les fre´quences de re´sonance d’une poutre pie´zoe´lectrique unimorphe.
Apre`s application d’un signal sinuso¨ıdal pour diffe´rentes fre´quences, les magnitudes ex-
pe´rimentales de l’unimorphe pie´zoe´lectrique “PZT-Nickel” pour diffe´rentes longueurs de





























































Figure 3.6 – Magnitudes expe´rimentales de l’unimorphe pie´zoe´lectrique PZT-Nickel
pour diffe´rentes longueurs.
Les valeurs expe´rimentales des fre´quences de re´sonance de chaque mode et de chaque
longueur peuvent eˆtre de´termine´es a` partir de la Figure 3.6. Les valeurs obtenues sont
re´sume´s dans le Tableau 3.3.
Les fre´quences de re´sonance du premier et du second mode d’une poutre unimorphe
pour les meˆmes longueurs que pre´ce´demment peuvent eˆtre calcule´es en utilisant la for-
mule (3.20). Les re´sultats obtenus sont donne´s e´galement sur le Tableau 3.3.
Table 3.3 – Comparaison des fre´quences de re´sonance the´oriques et expe´rimentales
d’une poutre unimorphe.























D’apre`s les re´sultats illustre´s par le Tableau 3.3, on constate que les valeurs des
fre´quences de re´sonance calcule´es analytiquement et celles obtenues expe´rimentalement
sont proches.
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De manie`re identique a` celle utilise´e pour le cas d’unimorphe, on calcule les deux
premie`res fre´quences de re´sonance (analytiquement et expe´rimentalement) d’une poutre
bimorphe en utilisant les meˆmes longueurs L = 16 mm, L = 14 mm, L = 12 mm et
L = 10mm. Les re´sultats the´oriques et expe´rimentaux sont re´sume´s dans le Tableau 3.4.
Table 3.4 – Comparaison des fre´quences de re´sonance the´oriques et expe´rimentales d’un
bimorphe.























On constate que les re´sultats the´oriques obtenus sont en accord avec les re´sultats
expe´rimentaux. Ces re´sultats de la comparaison confirment la validite´ des relations the´o-
riques concernant les fre´quences de re´sonance des poutres pie´zoe´lectriques.
3.3.3 Impact des caracte´ristiques ge´ome´triques sur le mode`le d’une
poutre pie´zoe´lectrique
Dans cette partie, on analyse les influences majeures des caracte´ristiques ge´ome´-
triques des poutres pie´zoe´lectriques sur les performances. Cette analyse concerne en
particulier l’impact des longueurs et des e´paisseurs des diffe´rentes couches sur l’ampli-
tude de la de´flexion ainsi que sur les fre´quences de re´sonance. On s’inte´resse dans cette
e´tude aux poutres pie´zoe´lectriques unimorphes. Pour cela, nous nous basons sur les mo-
de`les propose´s (3.5) et (3.20) des unimorphes. Notons qu’il est possible d’effectuer cette
analyse pour d’autres structures de poutres bimorphes ou multimorphes.
3.3.3.1 Impact des longueurs et des e´paisseurs sur l’amplitude de la de´-
flexion
Commenc¸ons tout d’abord par la relation (3.5) liant la de´flexion a` l’extre´mite´ d’une



















































avec h = hmp + hp est l’e´paisseur totale de la poutre.
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Selon la relation (3.22), la de´flexion re´sultante d’une poutre unimorphe suite a` l’ap-
plication d’une diffe´rence de potentiel est proportionnelle au carre´ de la longueur de la
poutre. La Figure 3.7 montre les trace´s de la de´flexion d’une poutre unimorphe “PZT-
Nickel” en fonction de la longueur lorsqu’une tension d’amplitude 40 V est applique´e et
ce pour trois valeurs du rapport
hp
h



























Figure 3.7 – Trace´ de la de´flexion en fonction de la longueur d’une poutre unimorphe.
D’apre`s les courbes de la Figure 3.7, pour une valeur donne´e
hp
h
, une de´flexion plus
grande peut eˆtre obtenue en utilisant une poutre de longueur plus grande. Cependant,
en microrobotique la longueur est contrainte par les dimensions souhaite´es finales du
microrobot/microsyste`me. Ainsi, comme illustre´ sur la Figure 3.7, lorsque la couche




de´flexion engendre´e devient plus grande.
E´tudions maintenant l’impact des e´paisseurs de la couche active hp et de la couche
passive hmp sur l’amplitude de la de´flexion. Nous proposons d’effectuer cette analyse en
utilisant comme variable le rapport t =
hmp
hp
. Partant de la relation (3.5), nous exprimons
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Ensuite, on trace la de´flexion δ (3.23) a` l’extre´mite´ de la meˆme poutre unimorphe
“PZT-Nickel”en fonction du rapport t pour quelques valeurs de hp ∈ {200 µm, 250 µm, 300 µm}.
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Ces valeurs correspondent a` des e´paisseurs de plaques pie´zoe´lectriques disponibles dans
le commerce. La Figure 3.8 pre´sente le re´sultat obtenu lorsqu’une tension de 40 V est
applique´e a` la poutre. La longueur de la poutre est L = 16 mm.
t
δ [µm]

















Lorsqu’une poutre pie´zoe´lectrique compose´e d’une seule couche active est soumise a`
une excitation e´lectrique, elle se dilate ou se contracte sans fle´chissement. Ceci peut eˆtre
explique´ sur la courbe (Figure 3.8) par une de´flexion nulle pour un rapport t = 0, c’est a`
dire hmp = 0. Une de´flexion maximale peut eˆtre obtenue pour t = 0.3. Lorsque le rapport
t > 0.3, la de´flexion de´croit de manie`re exponentielle. Elle devient approximativement
nulle pour des valeurs plus grandes de t (l’e´paisseur de la couche passive devient trop
grande par rapport a` celle de la couche pie´zoe´lectrique).
3.3.3.2 Impact des longueurs et des e´paisseurs sur les fre´quences de re´so-
nance
De la meˆme manie`re que pre´ce´demment, on trace les fre´quences de re´sonance d’une
poutre unimorphe en fonction de sa longueur et en fonction du rapport des e´paisseurs
de ses couches (active et passive). Comme les fre´quences de re´sonance des autres modes
peuvent eˆtre de´duites de fac¸on directe a` partir du premier mode (voir 3.19), nous limitons
notre e´tude ici a` la fre´quence de re´sonance du premier mode.
La Figure 3.9 pre´sente l’e´volution de la fre´quence de re´sonance du premier mode
d’une poutre unimorphe en fonction de la longueur. Les courbes illustre´es sur la figure
correspondent a` trois valeurs du rapport
hp
h
. Dans cette e´tude, une couche pie´zoe´lectrique
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d’e´paisseur hp = 200 µm a e´te´ conside´re´e. Les calculs ont e´te´ effectue´s en utilisant la














































































Figure 3.9 – Fre´quence de re´sonance du premier mode d’une poutre unimorphe en
fonction de la longueur.
La fre´quence de re´sonance du premier mode (3.24) est inversement proportionnelle au
carre´ de la longueur de la poutre. On constate d’apre`s la Figure 3.9 qu’une augmentation
de la longueur L re´duit la fre´quence de re´sonance du premier mode. L’accroissement
de la fre´quence de re´sonance peut se faire en diminuant la longueur. Par ailleurs, une
fre´quence de re´sonance plus grande peut eˆtre obtenue en utilisant une poutre unimorphe




Traitons maintenant l’effet de la variation du rapport t =
hmp
hp
sur la fre´quence de
re´sonance. La fre´quence de re´sonance du premier mode exprime´e en fonction du rapport
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L’e´volution de la fre´quence de re´sonance calcule´e selon la relation (3.25), en fonction
du rapport t =
hmp
hp
pour trois valeurs de hp ∈ {200 µm, 250 µm, 300 µm} est illustre´e
sur la Figure 3.10. La poutre unimorphe conside´re´e est compose´e du PZT et de Nickel
dont la longueur est L = 16 mm.
fréquence [kHz]
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Figure 3.10 – Fre´quence de re´sonance d’une poutre unimorphe en fonction du rapport
t.
D’apre`s la Figure 3.10, on constate que la relation liant la fre´quence de re´sonance
et l’e´paisseur hmp (le rapport t pour une valeur donne´e de hp) est approximativement
line´aire. Lorsque t = 0 (pas de couche passive hmp = 0), on constate une fre´quence
de re´sonance f0. Cette dernie`re correspond a` la fre´quence de re´sonance me´canique de la
couche pie´zoe´lectrique. En augmentant le rapport t, la fre´quence de re´sonance augmente.
Ceci s’explique par le fait que la couche du Nickel devient plus rigide par rapport a` la
couche pie´zoe´lectrique.
3.4 Conception et dimensionnement des poutres pie´zoe´lec-
triques
Nous avons vu ci-dessus que les mode`les des poutres pie´zoe´lectriques pre´sente´s per-
mettant de pre´dire leurs comportements statique et dynamique. Ces mode`les de´pendent
des caracte´ristiques physiques et ge´ome´triques de la poutre. Un dimensionnement de la
structure d’une poutre pie´zoe´lectrique peut eˆtre effectue´ en utilisant le mode`le analy-
tique couple´ a` un calcul nume´rique. En effet, un tel dimensionnement permet de de´duire
les dimensions possibles permettant la re´alisation des poutres pie´zoe´lectriques assurant
au mieux un cahier des charges donne´. Des me´thodes d’optimisation ont e´te´ utilise´es
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pour dimensionner les actionneurs pie´zoe´lectriques re´alise´s par assemblage de plusieurs
poutres [Gro08] mais elles pre´sentent un niveau de complexite´ e´leve´.
Nous proposons dans nos travaux d’utiliser les techniques du calcul par intervalles
pour la conception des poutres pie´zoe´lectriques. L’utilisation de ces techniques permet
de de´terminer de manie`re garantie les dimensions a` donner aux poutres pie´zoe´lectriques
afin de re´pondre a` un besoin particulier.
3.4.1 Poutres pie´zoe´lectriques utilise´es
Dans cette partie, on souhaite dimensionner des poutres pie´zoe´lectriques unimorphes.
Ce choix est lie´ a` la simplicite´ de leur fabrication comparativement aux poutres bi-
morphes et multimorphes. Pour la conception des poutres unimorphes, nous conside´rons
des mate´riaux actif et passif existant dans le commerce. En effet, nous avons choisi
le mate´riau PZT de re´fe´rence PIC151 de la socie´te´ Physike Instrumente (PI) pour les
couches pie´zoe´lectriques. La couche passive est a` base de Nickel et provient de la socie´te´
Goodfellow. Enfin, le produit de re´fe´rence ”EPO-TEK H22” de la socie´te´ PI est utilise´
pour coller les couches PZT-Nickel. La structure colle´e peut eˆtre de´coupe´e aux dimen-
sions souhaite´es par le moyen d’une scie a` wafer ou d’un proce´de´ d’usinage laser. La
Figure 3.11 pre´sente quelques poutres pie´zoe´lectriques unimorphes.
poutres
piézoélectriques
Figure 3.11 – Poutres pie´zoe´lectriques unimorphes
Nous proposons ci-dessus de traiter deux proble`mes de conception qui nous semblent
repre´sentatifs de l’ame´lioration d’un syste`me existant. La conceptio ou le dimensionne-
ment conduit a` des re´sultats garantis puisqu’on utilise l’analyse par intervalles.
3.4.2 Proble`me 1
3.4.2.1 Formulation du proble`me
Dans les syste`mes microrobotiques, l’objectif est souvent la miniaturisation des pro-
duits. Partant de ce principe, on souhaite ici concevoir des poutres unimorphes ayant
des dimensions (longueur, largeur et e´paisseur) plus petites par rapport a` celles d’une
autre poutre unimorphe tout en assurant de meilleures performances (voir Figure 3.12).
Le but est d’augmenter l’amplitude de de´flexion et la fre´quence de re´sonance. D’apre`s
l’analyse pre´sente´e pre´ce´demment, la diminution de la longueur d’une poutre unimorphe
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permet d’accroˆıtre la fre´quence de re´sonance des modes de vibration. Cependant, ceci
re´duit l’amplitude de sa de´flexion. Toutefois, il est possible de compenser ceci par un pa-
rame´trage des e´paisseurs des deux couches pie´zoe´lectrique et passive sans trop perturber
la fre´quence de re´sonance.
couche passive (     )hdmp
L
w





couche passive (    )hmp
L
w
couche active (   )hp
h hd
(a) (b)
Figure 3.12 – a : poutre pie´zoe´lectrique unimorphe. b : nouvelle poutre unimorphe
dimensionne´e.
Nous disposons d’une poutre pie´zoe´lectrique unimorphe P1 (PZT-Nickel) de longueur
L, de largeur w et d’e´paisseur h = hp + hmp, ou` hp et hmp designent les e´paisseurs de
ses couches pie´zoe´lectrique et passive respectivement. On note δ(L) et f1(L) la de´flexion
maximale lorsqu’une tension U est applique´e et la fre´quence de re´sonance du premier
mode de vibration respectivement. δ(L) et f1(L) sont de´crites par les formules (3.5)
et (3.20) respectivement. On souhaite re´aliser une poutre pie´zoe´lectrique unimorphe P2
(PZT-Nickel) de longueur Ld =
L
α
(R ∋ α > 1), de largeur w identique a` celle de la
premie`re (c’est a` dire la poutre P1) et d’e´paisseur totale hd < h, dont les e´paisseurs
des couches pie´zoe´lectrique et passive sont hdp et hdmp. On note δd(Ld) et f1d(Ld) la
de´flexion maximale et la fre´quence de re´sonance du premier mode respectivement de la
poutre P2.
Notre proble`me est formule´ comme suit :
Supposons que α est connu, trouver les e´paisseurs hdp et hdmp telles que :
– l’amplitude de de´flexion re´alise´e par la poutre P2 soit supe´rieure a` celle de la
poutre P1 lorsque la meˆme tension U est applique´e aux deux poutres, c’est a` dire




– la fre´quence de re´sonance du premier mode de vibration de la poutre P2 soit grande
par rapport a` celle de la poutre P1, c’est a` dire f1d(Ld, hdp, hdmp) ≥ f1(L) ;
– l’e´paisseur hd de la poutre P2 soit strictement infe´rieure a` celle de la poutre P1,
c’est a` dire hd = hdp + hdmp ≤ h.
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En utilisant les relations (3.5) et (3.20), toutes ces exigences peuvent eˆtre traduites




























hdp + hdmp ≤ h
(3.26)
tels que les parame`tres mpiezo(x, y) et C(x, y) peuvent eˆtre calcule´s a` partir des
relations (3.4) en remplac¸ant hp et hmp par x et y respectivement.












hdp + hdmp ≤ h
(3.27)
3.4.2.2 Re´solution du proble`me ensembliste
Plusieurs me´thodes existent pour re´soudre ce syste`me d’ine´galite´s (3.27). Une me´-
thode garantie pour re´soudre ce proble`me consiste a` transformer les diffe´rentes ine´galite´s
sous forme d’inclusions. Les e´paisseurs des couches de la poutre P2 a` fabriquer ne doivent
pas eˆtre nulles. Comme hdp + hdmp = hd, les conditions suivantes sont conside´re´es :
0 < hdp < h ∧ 0 < hdmp < h (3.28)
D’apre`s (3.28), les parame`tres hdp et hdmp peuvent eˆtre repre´sente´s par des intervalles
[hdp] et [hdmp]. Posons [θ] = [[hdp], [hdmp]]. Notre proble`me peut donc eˆtre reformule´
comme suit.
Soit Θ l’ensemble des parame`tres [hdp] et [hdmp] satisfaisant le syste`me d’ine´galite´s
(3.27), chercher les valeurs admissibles de θ telles que :
Θ := {θ ∈ D t.q. H(θ) ∈ [Y]} (3.29)
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Ce proble`me est appele´ un proble`me d’inversion ensembliste qui peut eˆtre re´solu en
utilisant l’algorithme de SIVIA pre´sente´ au chapitre pre´ce´dent. Cet algorithme permet
de caracte´riser l’ensemble solution Θ par une approximation inte´rieure Θ et une ap-
proximation exte´rieure Θ, telle que Θ ⊆ Θ ⊆ Θ. Nous avons vu au chapitre pre´ce´dent
que le calcul par intervalles pre´sente une sur-estimation du re´sultat issu d’une succession
d’ope´rations mathe´matiques qui est due aux effets de de´pendance et d’enveloppement.
Afin de re´duire la multi-occurence des parame`tres intervalles [hdp] et [hdmp], on e´crit les


























































































Prenons une poutre pie´zoe´lectrique unimorphe P1 (PZT-Nickel) dont les caracte´ris-
tiques physiques sont illustre´es dans le Tableau 3.2. Cette poutre posse`de une longueur
L = 20 mm, une largeur w = 1 mm et des e´paisseurs hp = 450 µm et hmp = 200
µm des deux couches formant une e´paisseur totale h = 650 µm. On souhaite calculer
l’ensemble admissible des e´paisseurs hdp et hdmp correspondant aux couches active et
passive d’une poutre pie´zoe´lectrique unimorphe P2 ayant une largeur w = 1 mm, une
longueur 5 connue Ld = L/2 = 10 mm (α = 2) et qui assure les crite`res pre´sente´s pre´-
ce´demment (voir § 3.4.2.1). Ceci peut eˆtre traduit par la re´solution du proble`me (3.29)
pour α = 2 et dont les termes intervalles sont de´finis ci-dessus.
Les plages des valeurs initiales des parame`tres [hdp] et [hdmp] sont connues de ma-
nie`re exacte. Elle sont de´finies selon (3.28) par le pave´ [hdp] × [hdmp] = ]0, 650 µm[ ×
5. Longueur donne´e par la distance entre l’extrimite´ de la poutre et le point d’encastrement.
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]0, 650 µm[. Comme les valeurs des e´paisseurs ne doivent pas eˆtre nulles, on conside`re
le pave´ initial [hdp]0 × [hdmp]0 = [10 µm, 640 µm]× [10 µm, 640 µm]. On s’inte´resse ici
a` l’approximation inte´rieure pour laquelle l’ensemble Θ est garanti d’eˆtre a` l’inte´rieur
de l’ensemble cherche´ Θ, c’est a` dire Θ ⊂ Θ. L’algorithme SIVIA ge´ne`re le sous-pavage
illustre´ sur la Figure 3.13. Les calculs ont e´te´ effectue´s en utilisant une pre´cision ǫ = 1
µm.
h    [µm]













Figure 3.13 – Ensemble des pave´s [hdp]× [hdmp] ge´ne´re´s par l’algorithme SIVIA.
3.4.2.4 Analyse des re´sultats
Le re´sultat obtenu (Figure 3.13) est inde´pendant de l’hyste´re´sis caracte´risant le com-
portement des poutres pie´zoe´lectriques. Un choix quelconque des valeurs des e´paisseurs
hdp et hdmp a` l’inte´rieur de l’ensemble solution assure le cahier des charges. En effet, la
de´flexion de la poutre P1 atteint approximativement 8.5 µm pour une tension d’ampli-
tude 40 V . La fre´quence de re´sonance du premier mode est de 951.67 Hz. Dans notre
cas, la poutre dimensionne´e posse`de une longueur Ld =
L
2
= 10 mm, et une e´paisseur
totale hd = hdp + hdmp dont les e´paisseurs hdp et hdmp prennent des valeurs a` l’in-
te´rieur du soupavage Θ pre´sente´ sur la Figure 3.13. Nous avons fabrique´ une poutre
pie´zoe´lectrique en utilisant une couche active d’e´paisseur hdp = 200 µm ∈ Θ et une
autre passive d’e´paisseur hdmp = 100 µm ∈ Θ. La de´flexion expe´rimentale re´sultante
suite a` l’application d’une tension d’amplitude 40 V a` cette dernie`re est donne´e par la
Figure 3.14-a. Une analyse harmonique a e´te´ e´galement effectue´e sur la poutre fabrique´e
P2. La Figure 3.14-b montre le re´sultat obtenu.
Les re´sultats sont re´sume´s et compare´s dans le Tableau 3.5.
D’apre`s le Tableau 3.5, on remarque que la de´flexion δ re´alise´e (lorsque U = 40
V ) par la poutre dimensionne´e (P2) est strictement supe´rieure a` celle obtenue par la
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Figure 3.14 – a : de´flexion expe´rimentale δ de la poutre P2. b : re´ponse fre´quentielle de
la poutre P2.
Table 3.5 – Comparaison des re´sultats obtenus.
Poutre longueur L e´paisseur de la e´paisseur de la deflexion fre´quence de
couche active couche passive re´sonance
Poutre P1 L = 20 mm hp = 450 µm hmp = 200 µm δ ≈ 8.5 µm f1 = 951.67 Hz
P2 dimensionne´e Ld = 10 mm hdp = 200 µm hdmp = 100 µm δ ≈ 12 µm f1 = 1641 Hz
par intervalles
poutre unimorphe P1. Ainsi, la condition sur la fre´quence de re´sonance de la poutre
dimensionne´e est ve´rifie´e, f1 ≈ 1641 Hz > 951.67 Hz. Les exigences du cahier des
charges sont donc respecte´es.
3.4.3 Proble`me 2
Soit une poutre pie´zoe´lectrique bimorphe forme´e de deux couches de mate´riaux pie´-
zoe´lectrique PZT, et ayant des dimensions ge´ome´triques L × w × 2hp. Comme pour le
proble`me 1, dans un objectif de miniaturisation des dimensions, on souhaite re´aliser une
poutre pie´zoe´lectrique unimorphe (PZT-Nickel) de dimensions Ld × wd × (hdp + hdmp)
capable d’assurer de meilleures performances par rapport a` celles du bimorphe (voir Fi-
gure 3.15). On choisit pour cette poutre unimorphe une e´paisseur strictement infe´rieure
a` celle de la poutre bimorphe, c’est a` dire hdp + hdmp =
2hp
α
, avec α > 1 (α ∈ R). Les
largeurs des deux poutres (unimorphe et bimorphe) sont suppose´es identiques, c’est a`
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Figure 3.15 – a : poutre pie´zoe´lectrique bimorphe. b : nouvelle poutre unimorphe di-
mensionne´e.
3.4.3.1 E´criture des inclusions du proble`me d’inversion ensembliste
De la meˆme manie`re que le cas pre´ce´dent, le proble`me peut eˆtre traite´ en utilisant
les techniques du calcul par intervalles. Notre objectif principal consiste a` de´terminer
les dimensions d’une poutre pie´zoe´lectrique unimorphe (PZT-Nickel) telles que :
– la pente tension-de´flexion (c’est a` dire le gain statique) de la poutre unimorphe
soit supe´rieure a` celle de la poutre bimorphe ;
– la fre´quence de re´sonance de la poutre unimorphe soit plus grande que celle de la
poutre bimorphe ;
– la longueur de la poutre unimorphe soit infe´rieure a` celle de la poutre bimorphe,
c’est a` dire Ld < L.
La de´flexion et la fre´quence de re´sonance d’une poutre bimorphe sont de´finies respec-
tivement par les relations (3.7) et (3.21). Dans le cas d’une poutre unimorphe, elles sont
donne´es selon les relations (3.5) et (3.20). Comme les largeurs des couches d’une poutre
sont identiques, la de´flexion et la fre´quence de re´sonance sont inde´pendantes de la largeur
w de la poutre. Il reste donc a` chercher l’ensemble des parame`tres longueur/e´paisseurs
([Ld], [hdp] et [hdmp]). Afin de minimiser le nombre des variables, on propose d’utiliser
le rapport [t] = [hdmp]/[hdp] a` la place des parame`tres [hdp] et [hdmp].
Posons [θ] = [[Ld], [t]] et soit Θ l’ensemble solution caracte´risant les valeurs admis-
sibles des parame`tres [Ld] et [t]. En utilisant les relations (3.7) et (3.20), (3.23) et (3.25),



























































[Ld] ⊆ [0, L]

(3.32)
Comme dans le cas pre´ce´dent, le proble`me d’inversion ensembliste (3.32) peut eˆtre
re´solu en utilisant l’algorithme SIVIA.
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3.4.3.2 Exemple d’application
Prenons une poutre pie´zoe´lectrique bimorphe ayant les dimensions suivantes :
– longueur : L = 20 mm
– e´paisseur de la couche active : hp = 375 µm
Les proprie´te´s physiques du mate´riau pie´zoe´lectrique utilise´ avaient e´te´ regroupe´es
dans le Tableau 3.2. Dans cet exemple, nous traitons le proble`me (3.32) pour α = 2.5,




300 µm. De meˆme, nous nous inte´ressons a` la recherche de l’ensemble d’approximation
inte´rieure Θ. La re´solution du proble`me (3.32) a e´te´ effectue´e en choisissant un pave´
initial [Ld]0 × [t]0 = [0, 20 mm]× [0.01, 4] et une pre´cision ǫ = 0.01. L’image re´ciproque
du proble`me (3.32) est repre´sente´e par le soupavage illustre´ sur la Figure 3.16.
L [mm]













Figure 3.16 – Ensemble solution des parame`tre Ld et t.
Toutes les valeurs des parame`tres Ld et t a` l’inte´rieur de l’ensemble solution Θ
satisfont les contraintes du proble`me (3.32). Afin de calculer les parame`tres hdp et hdmp,
on doit re´soudre le syste`me d’e´quation line´aire suivant :














ou` t prend des valeurs a` l’inte´rieur de l’ensemble solution, c’est a` dire t ∈ Θ.
3.4.3.3 Analyse des re´sultats
Nous avons choisi une longueur L = 13.5 mm et un rapport t = 0.5 pour la poutre
unimorphe. En utilisant les formules (3.34) avec t = 0.5 et hp = 375 µm, on obtient les
e´paisseurs des deux couches de la poutre unimorphe hdp et hdmp :
hdp = 200 µm
hdmp = 100 µm
(3.35)
Enfin, la poutre unimorphe a` fabriquer doit avoir des e´paisseurs identiques a` celles de
la poutre fabrique´e pre´ce´demment (proble`me 1) mais de longueur L = 13.5 mm. Apre`s
avoir fabrique´ cette poutre unimorphe, nous avons effectue´ une analyse de ses compor-
tements statique et dynamique. Les re´sultats expe´rimentaux obtenus sont pre´sente´s sur
la Figure 3.17. La de´flexion re´sultante (lorsque la tension applique´e U = 40 V ) et la
fre´quence de re´sonance du premier mode de la poutre bimorphe sont 17.92 µm et 885.5
Hz respectivement.































Figure 3.17 – a : de´flexion expe´rimentale δ de la poutre unimorphe (L = 13.5 mm). b :
re´ponse fre´quentielle de la poutre unimorphe (L = 13.5 mm).
On regroupe les re´sultats obtenus dans le Tableau 3.6. Comme indique´ dans ce ta-
bleau, les de´flexions et fre´quences de re´sonance de la poutre unimorphe sont supe´rieures
a` celles de la poutre bimorphe. Notre cahier des charges est donc bien respecte´.
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Table 3.6 – Comparaison des re´sultats obtenus.
Poutre longueur L e´paisseur de la e´paisseur de la deflexion fre´quence de
couche active couche passive re´sonance
Poutre L = 20 mm hp = 375 µm – δ = 17.92 µm f1 = 885.5 Hz
bimorphe
Poutre Ld = 13.5 mm hdp = 200 µm hdmp = 100 µm δ ≈ 21.5 µm f1 = 930.64 Hz
unimorphe
3.5 Conclusion
Dans ce chapitre, nous avons pre´sente´ le dimensionnement des poutres pie´zoe´lec-
triques. Ce dernier est utile pour choisir les meilleures poutres qui permettent de re´-
pondre a` un besoin particulier. Pour cela, nous avons d’abord proce´de´ a` une description
des mode`les statique et dynamique des poutres pie´zoe´lectriques, en particulier des uni-
morphes et des bimorphes. Ces derniers de´pendent des caracte´ristiques ge´ome´triques des
poutres pie´zoe´lectriques et des mate´riaux constituants leurs couches. Afin de valider ces
mode`les, des expe´rimentations ont e´te´ re´alise´es en utilisant des poutres unimorphes et
bimorphes existantes. Les expe´rimentations effectue´es ont montre´ que les mode`les e´la-
bore´s sont suffisants pour estimer la de´flexion maximale et les fre´quences de re´sonance
des poutres. Nous avons e´galement effectue´ une analyse descriptive de l’effet des para-
me`tres dimensionnels sur l’amplitude de la de´flexion et sur les fre´quences de re´sonance
des unimorphes. Ensuite, dans le but d’augmenter leur plage de de´flexion et d’avoir
de hautes fre´quences de re´sonance tout en re´duisant les dimensions des structures, nous
avons effectue´ un dimensionnement de ces poutres. Deux proble`mes de dimensionnement
des unimorphes pie´zoe´lectriques ont e´te´ pre´sente´s. L’outil du calcul par intervalles a e´te´
utilise´ pour re´soudre ces proble`mes et de´terminer les dimensions possibles qu’on peut
donner aux unimorphes afin de satisfaire un cahier des charges. Enfin, quelques poutres
unimorphes ont e´te´ fabrique´es et teste´es expe´rimentalement. Les re´sultats expe´rimentaux
obtenus ont montre´ la satisfaction du cahier des charges.
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Les poutres pie´zoe´lectriques sont fre´quemment utilise´es dans la re´alisation des sys-
te`mes de micromanipulation et de micro-assemblage. Ces poutres pie´zoe´lectriques sont
caracte´rise´es par un comportement non-line´aire (hyste´re´sis et de´rive) et par leur sensibi-
lite´ aux conditions environnementales (e´volution de la tempe´rature ambiante, vibrations,
etc.). De plus, dans la commande des syste`mes de pre´hension, on a ge´ne´ralement besoin
de changer les actionneurs pie´zoe´lectriques. Or, chaque changement d’actionneur est ac-
compagne´ par un changement du comportement du syste`me, car la diffe´rence sur leurs
dimensions engendre une variation non-ne´gligeable sur les parame`tres du mode`le. Pour
la commande du syste`me, une solution consisterait a` effectuer une identification et une
synthe`se de correcteur a` chaque changement de poutre, mais ceci n’est pas souhaitable
dans la pratique. Il est souhaitable d’avoir un seul correcteur capable de maintenir les
performances pour plusieurs poutres.
Les approches habituelles de commande robuste H∞, µ−synthe`se, etc, sont souvent
utilise´es pour compenser le comportement incertain des poutres pie´zoe´letcriques. Ces
approches ont prouve´ leur efficacite´ dans plusieurs applications (les syste`mes SISO et
MIMO). Cependant, ces techniques produisent souvent des correcteurs d’ordre relati-
vement e´leve´ (supe´rieur a` l’ordre du syste`me lui meˆme). Ces derniers sont couˆteux en
calcul et ne sont pas adapte´s aux microsyste`mes embarque´s [Rak06b]. L’utilisation des
me´thodes de re´duction d’ordre peut re´soudre ce proble`me. Dans le cas des poutres pie´-
zoe´lectriques, cette re´duction d’ordre est souvent accompagne´e d’une de´gradation des
performances du syste`me corrige´. Plus re´cemment, de nouvelles techniques de synthe`se
de lois de commande robusteH∞ avec contrainte d’ordre ont e´te´ apparues [Apk06]. Dans
ces travaux, on propose d’utiliser une autre me´thode de synthe`se de correcteur base´e
sur l’utilisation de l’analyse par intervalles. L’analyse par intervalles permet de borner
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les variations des parame`tres du mode`le des poutres pie´zoe´lectriques de fac¸on naturelle
et plus simple. Le mode`le final est donc de´crit par un transfert dont les parame`tres sont
des intervalles. La synthe`se du correcteur consiste ensuite a` combiner l’arithme´tique des
intervalles avec une me´thode line´aire de commande. L’avantage principal de cette me´-
thode est qu’elle permet a` l’utilisateur de choisir l’ordre et la structure du correcteur
afin de se´lectionner des correcteurs d’ordre suffisamment re´duit.
Les techniques du calcul par intervalles ont e´te´ applique´es dans le domaine de l’au-
tomatique en particulier pour l’estimation garantie, l’e´tude de stabilite´ et la conception
des lois de commande. Le proble`me d’estimation garantie de parame`tres en pre´sence des
incertitudes de mode`le a e´te´ e´tudie´ dans [Bra07] [Jau00] [Jau93]. L’analyse de stabilite´
avec un correcteur donne´ a e´te´ pre´sente´e dans [Jau01] [Wal94] [Kha79]. Quant a` la
conception de correcteur, [Sma02] a propose´ une approche dans l’espace d’e´tat pour
synthe´tiser un correcteur qui assure la stabilite´ d’un syste`me intervalle. Par ailleurs, la
synthe`se d’un correcteur PID assurant des performances robustes a e´te´ aborde´e dans
[Bon04]. Ne´anmoins, son application nume´rique devient tre`s de´licate pour des syste`mes
d’ordre e´leve´ (nume´riquement, la me´thode est limite´e pour des mode`les du second ordre).
Chen et Wang [Che00] ont de´veloppe´ une me´thode de conception d’une loi de commande
robuste pour un syste`me intervalle en utilisant deux correcteurs : un correcteur robuste
stabilisant le syste`me boucle´ et un pre´-filtre utilise´ pour assurer les performances sou-
haite´es. Les auteurs dans [Li09] ont sugge´re´ un algorithme de commande d’un syste`me
intervalle base´ sur la pre´diction qui a e´te´ efficacement applique´ a` un proce´de´ de soudage.
Dans ce chapitre, on s’inte´resse a` la commande en de´flexion des poutre pie´zoe´lec-
triques. La premie`re partie sera consacre´e a` la mode´lisation du transfert tension-de´flexion
en tenant compte de l’hyste´re´sis. L’inverse de l’ope´rateur d’hyste´re´sis sera calcule´ par la
suite afin de line´ariser le mode`le. Puis, nous e´laborons un mode`le intervalle permettant
de de´crire le comportement d’une famille de poutres pie´zoe´lectriques similaires ayant
des longueurs diffe´rentes. Ensuite, nous proposons deux me´thodes de synthe`se de cor-
recteurs base´es sur la combinaison de l’analyse par intervalles et d’une the´orie line´aire
de commande. Ces dernie`res seront applique´es a` deux poutres pie´zoe´lectriques de lon-
gueur diffe´rente. Enfin, nous pre´sentons une comparaison des me´thodes de commande
propose´es avec les approches habituelles de commande robuste H∞ et µ−synthe`se afin
de montrer la robustesse de chacune vis-a`-vis des incertitudes parame´triques dues a` une
variation sur la longueur des poutres pie´zoe´lectriques.
4.2 Mode`le non-line´aire et line´arisation
Comme cela a e´te´ indique´ au Chapitre 1, les poutres pie´zoe´lectriques sont caracte´ri-
se´es par leur haute re´solution (micro/nanome´trique), leur large bande passante (temps
de re´ponse de l’ordre de quelques dizaines de milliseconde) et par la densite´ de force im-
portante qu’elles offrent. Ces proprie´te´s favorables leur permettent une large utilisation
dans les applications de micromanipulation et de micro-assemblage [Cra87]. Cependant,
les poutres pie´zoe´lectriques sont tre`s sensibles aux conditions enviromentales telles que :
la tempe´rature, les vibrations, etc. Ainsi, comme nous avons vu au Chapitre 3, les petites
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diffe´rences sur les dimensions des poutres pie´zoe´lectriques me`nent a` des mode`les dont
les parame`tres sont comple`tement diffe´rents. De plus, les poutres sont caracte´rise´es par
un comportement non-line´aire (l’hyste´re´sis et la de´rive). Ces proprie´te´s conduisent a` des
difficulte´s re´elles tant sur le plan the´orique qu’applicatif. Les techniques de mode´lisation
et de commande de ces syste`mes doivent eˆtre de´veloppe´es afin de re´ussir les taˆches de
micromanipulation et de micro-assemblage. Cependant, une mode´lisation comple`te qui
prend en compte l’ensemble des phe´nome`nes physiques de ces poutres pie´zoe´lectriques
est tre`s complexe. Pour cela, on cherche souvent a` e´laborer un mode`le ayant le plus faible
degre´ de complexite´. Un tel mode`le repre´sentatif est calcule´ selon l’objectif recherche´.
Dans cette e´tude, notre mode`le de´crivant le comportement des poutres pie´zoe´lectriques
doit :
– eˆtre simple et ne pas compliquer la synthe`se de la loi de commande ;
– prendre en compte des phe´nome`nes non-line´aires mis en jeu ;
– mener a` une consommation de calcul plus faible.
L’hyste´re´sis influence de fac¸on significative le comportement des poutres pie´zoe´lec-
triques tandis que la de´rive est peu influente. Par ailleurs, la de´rive peut eˆtre prise en
compte comme perturbation fictive [Rak06b]. Elle n’est donc pas prise en compte dans
le mode`le. Dans un premier temps, nous proposons de mode´liser l’hyste´re´sis des poutres
pie´zoe´lectriques. Ensuite, pour pouvoir calculer une loi de commande, une line´arisation
du mode`le d’hyte´re´sis est ne´cessaire. Elle sera faite par une compensation de l’hyste´re´sis
par une inversion de son mode`le.
Nous avons utilise´ des poutres unimorphes dont les dimensions sont calcule´es en
effectuant un dimensionnement comme pre´sente´ au chapitre pre´ce´dent. Leurs dimensions
obtenues sont L × w × h = 18 mm × 1 mm × 0.45 mm. Les e´paisseurs des mate´riaux
constituant leurs couches pie´zoe´lectrique et passive sont respectivement hp = 250 µm et
hmp = 200 µm comme indique´e sur la Figure 4.1. La couche pie´zoe´lectrique est faite de











Figure 4.1 – Dimensions d’une poutre pie´zoe´lectrique unimorphe.
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4.2.1 Mode´lisation de l’hyste´re´sis
D’apre`s les e´tudes mene´es par les travaux [May91b] [Rak06b], le comportement sta-
tique des poutres pie´zoe´lectriques pre´sente un hyste´re´sis statique dont la forme change en
fonction de la fre´quence ou du taux du signal d’alimentation U . Un tel hyste´re´sis s’ap-
pele hyste´re´sis dynamique (rate-dependent hyte´re´sis). Il a e´te´ montre´ dans [Rak06b]
qu’un hyste´re´sis dynamique Hd(U) mode´lisant le comportement des poutres pie´zoe´lec-
triques est e´quivalent a` la mise en se´rie d’un ope´rateur d’hyste´re´sis statique Hs(U)
1 et
d’une partie dynamique D(p) (ope´rateur line´aire ou` p est la variable de Laplace) comme
indique´ sur la Figure 4.2.
δU




   hystérésis
statique H (U)




Figure 4.2 – Repre´sentation de l’hyste´re´sis dynamique Hd(U) par la mise en se´rie d’un
hyste´re´sis Hs(U) et d’une partie dynamique D(p) line´aire.
4.2.1.1 Mode´lisation de l’hyste´re´sis statique
Il existe de nombreux mode`les decrivant l’hyste´re´sis des poutres pie´zoe´lectriques,
parmi lesquels, on trouve les mode`les base´s sur l’ope´rateur de Preisach [Dub05]
[May91a] [Mra02] ou de Prandtl-Ishlinskii [Tan06] [Rak10a] et les mode`les utilisant la
notion de ’tuning voltage’ tel que le mode`le de Bouc-Wen [Bou67] [Wen76] [Rak11a].
Les approches base´es sur l’ope´rateur de Preisach ou de Prandtl-Ishlinskii permettent une
mode´lisation pre´cise de l’hyste´re´sis. Cependant, la complexite´ du mode`le hyste´re´tique,
du calcul du compensateur et de son imple´mentation limitent l’utilisation de ces ap-
proches. C’est pourquoi, on s’inte´resse ici a` l’approche utilisant le mode`le de Bouc-Wen
a` cause de son inte´reˆt en terme de simplicite´ du calcul et d’imple´mentation.
Le mode`le statique de Bouc-Wen adapte´ aux poutres pie´zoe´lectriques s’exprime par







∣∣∣∣h− Cbw dUdt |h| h(t0) = h0 (4.1)
ou` les parame`tres Abw, Bbw et Cbw de´terminent la forme de l’hyste´re´sis. δs
2 est la
de´flexion re´sultante suite a` l’application d’une tension e´lectrique U . h est une variable
1. Hyste´re´sis mode´lisant le comportement statique.
2. s en indice de´signe la de´flexion statique.
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interne de l’hyste´re´sis. Le coefficient dp > 0 de´pend du gain statique de la poutre pie´-
zoe´lectrique et est donc en fonction des dimensions ge´ome´triques de la poutre (mode`le
statique tension-de´flexion).
Notons que dans ce chapitre, nous utilisons des poutres pie´zoe´lectriques ayant des
longueurs diffe´rentes. La valeur de dp correspondante a` ces dernie`res n’est donc pas la
meˆme car un changement de longueur engendre une variation du gain dp (voir Cha-
pitre 3). Dans ce cas, il n’est pas possible de line´ariser directement le mode`le (4.1) a`
cause de l’incertitude sur dp. On propose alors d’isoler dp de l’e´quation d’hyste´re´sis en
utilisant le changement de variable suivant :
h(t) = dpz(t) (4.2)







∣∣∣∣ z − Cbw dUdt |z| z(t0) = z0 (4.3)
ou` z(t) est la nouvelle variable interne de l’hyste´re´sis. Les parame`tres Abw, Bbw et
Cbw de´terminent la forme d’hyste´re´sis tandis que dp de´finit l’amplitude de la de´flexion
et est fonction de la longueur des poutres pie´zoe´lectriques utilise´es.
Cette dernie`re description (4.3) de l’hyste´re´sis statique est utile pour la line´arisation
du mode`le. Elle consiste a` mettre en se´rie le gain dp et la partie de´crivant la forme
d’hyste´re´sis comme indique´e sur la Figure 4.3. Dans la Figure 4.3, H(U) est un ope´rateur






















Figure 4.3 – Sche´ma simulink correspondant au mode`le d’hyste´re´sis statique.
4.2.1.2 Identification du mode`le d’hyste´re´sis statique
Notre objectif a` ce stade, est d’identifier et de valider le mode`le (4.3) caracte´risant le
comportement hyste´re´tique statique des poutres pie´zoe´lectriques. L’identification ainsi
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que la validation sont donne´es de manie`re expe´rimentale en utilisant deux poutres uni-
morphes de longueurs diffe´rentes L = 16 mm et L = 14 mm. Ces dernie`res seront
utilise´es le long de ce chapitre.
Dans un premier temps, une tension sinuso¨ıdale U d’amplitude 40 V est applique´e
aux deux poutres pie´zoe´lectriques. Cette amplitude correspond a` la plage de de´flexion qui
est maximale pour l’utilisation. Comme nous e´tudions le mode`le statique, la fre´quence
doit eˆtre assez faible f = 2 Hz. La Figure 4.4 illustre les de´flexions expe´rimentales
correspondantes aux deux poutres utilise´es en fonction du signal d’entre´e applique´ U .
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Figure 4.4 – a : comparaison des hyste´re´sis statique the´orique et expe´rimental de la
poutre de longueur L = 16 mm. b : comparaison des hyste´re´sis statique the´orique et
expe´rimental de la poutre de longueur L = 14 mm.
L’hyste´re´sis que pre´sentent les deux poutres utilise´es est non-ne´gligeable. Il peut eˆtre





ou` hyst et Hyst sont l’e´cart entre les courbes d’aller et de retour a` l’origine 0 V et
l’e´tendue de mesure de la sortie (de´flexion) respectivement.
L’identification des diffe´rents parame`tres du mode`le (4.3) se fait expe´rimentalement
en utilisant les re´sultats expe´rimentaux trace´s sur la Figure 4.4. De nombreuses e´tudes
ont e´te´ faites pour faciliter la recherche des parame`tres du mode`le de Bouc-Wen [Bab81]
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[Erl04] [Won94a] [Won94b]. En utilisant la me´thode des moindres carre´s, les valeurs
optimales des parame`tres dp, Abw, Bbw et Cbw obtenues sont donne´es par :
Poutre (L = 16 mm)

dp = 0.6 µm/V
Abw = 0.4 µm/V
Bbw = Cbw = 0.02 V
−1
Poutre (L = 14 mm)

dp = 0.45 µm/V
Abw = 0.4 µm/V
Bbw = Cbw = 0.02 V
−1
(4.5)
Apre`s avoir simule´ le mode`le (4.3) en utilisant les parame`tres de chaque poutre, nous
trac¸ons les re´sultats obtenus sur la Figure 4.4. On constate que les courbes expe´rimen-
tales et de simulation sont pratiquement supperpose´es. D’apre`s (4.5), les valeurs des
parame`tres Abw, Bbw et Cbw sont inde´pendantes de la longueur des poutres pie´zoe´lec-
triques utilise´es.
4.2.2 Line´arisation du mode`le d’hyste´re´sis
Pour pouvoir appliquer ensuite les approches de commande line´aire et avoir un cor-
recteur d’ordre faible, il est ne´cessaire de line´ariser le mode`le d’hyste´re´sis statique (4.3).
La line´arisation du mode`le d’hyste´re´sis d’une poutre pie´zoe´lectrique consiste a` placer
un compensateur devant le syste`me comme indique´e sur la Figure 4.5. Ce dernier peut
eˆtre obtenu en inversant le mode`le d’hyste´re´sis (4.3). La line´arite´ du syste`me final ainsi
obtenu de´pend donc de l’exactitude du mode`le d’hyste´re´sis.
δ =d (U-H(U))U    hystérésis
statique H  (U)
 compensateur
   d’hystérésis
s
sδr p
Figure 4.5 – Compensation d’hyste´re´sis statique.
Notre objectif dans cette partie est de line´ariser le mode`le d’hyste´re´sis correspondant
aux deux poutres pie´zoe´lectriques pre´ce´dentes. Comme le parame`tre dp prend deux va-
leurs diffe´rentes (voir 4.5), notre compensateur doit eˆtre inde´pendant de dp. Pour cela,
on cherche a` assurer la line´arite´ de la relation qui lie la sortie δs au signal d’entre´e δr
(voir Figure 4.5), telle que :
δs = dpδr (4.6)
D’apre`s les travaux pre´sente´s dans [Rak11a], la sortie U du compensateur peut eˆtre
exprime´e comme suit :
U = δr +H(U) (4.7)
Le calcul du compensateur (4.7) ne ne´cessite aucune ope´ration d’inversion ou d’autres
calculs supple´mentaires car H(U) est de´ja` connu durant la mode´lisation de l’hyste´re´sis
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(voir Figure 4.3). La structure de la compensation d’hyste´re´sis utilisant la relation (4.7)











Figure 4.6 – Line´arisation par inversion d’ope´rateur d’hyste´re´sis,(δs = dpδr).
Les meˆmes poutres pie´zoe´lectriques unimorphes utilise´es pre´ce´demment sont conside´-
re´es pour valider la compensation d’hyste´re´sis. Cette validation est base´e sur la structure
du compensateur donne´e par la Figure 4.6, l’ope´rateur non line´aire H(U) et les valeurs
identifie´es (4.5). Apre`s l’application d’une entre´e de re´fe´rence sinuso¨ıdale δr d’amplitude
40 V et de fre´quence 2 Hz, on obtient les re´ponses expe´rimentales (δs = f(δr)) repre´-
sente´es sur les Figures 4.7-a et 4.7-b correspondant respectivement aux poutres utilise´es


























Figure 4.7 – Re´sultats expe´rimentaux obtenus apre`s line´arisation.
D’apre`s la Figure 4.7, les hyste´re´sis initialement d’environ 17.56% (voir Figure 4.4)
ont e´te´ re´duits de fac¸on significative en utilisant le compensateur (4.7). Les pentes des
deux droites de la Figure 4.7 sont 0.62 µm/V et 0.5 µm/V correspondantes aux deux
poutres de longueur L = 16 mm et L = 14 mm respectivement.
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4.2.3 Mode´lisation de la partie dynamique
Il a e´te´ ve´rifie´ que la mise en se´rie d’une partie dynamique D(p) (D(p = 0) = 1) et du
mode`le d’hyste´re´sis statique (4.3) permet de de´crire le comportement hyste´re´tique des
poutres pie´zoe´lectriques [Rak06b]. La partie dynamique D(p) repre´sente la partie tran-
sitoire des re´ponses en e´chelon des poutres pie´zoe´lectriques. En effet, lorsqu’une tension
rectangulaire d’amplitude et de fre´quence quelconques (fixes ou variables) est applique´e
a` une poutre pie´zoe´lectrique, les parties transitoires sont similaires (la dynamique D(p)
est invariante) [Rak06b]. Compte tenu de l’invariance des parties transitoires, D(p) peut
eˆtre identifie´e a` partir de n’importe quel e´chelon applique´ a` la poutre. Ne´anmoins, cette
invariance de la dynamique D(p) est valable uniquement pour des dimensions ge´ome´-
triques de la poutre donne´es. En effet, de`s que les dimensions de la poutre changent, la
dynamique change aussi. Cela a e´te´ aborde´ au Chapitre 3 ou` une variation des ge´ome´tries
d’une poutre pie´zoe´lectrique permet de modifier sa fre´quence de re´sonance.
Nous ve´rifions cette influence des dimensions ge´ome´triques sur la dynamique D(p)
a` travers un exemple. Pour cela, on applique un e´chelon d’amplitude 40 V aux deux
poutres pie´zoe´lectriques pre´ce´dentes de longueurs diffe´rentes (L = 16 mm et L = 14
mm). On s’inte´resse dans cette e´tude a` la fre´quence de re´sonance du premier mode. Pour
cela, on utilise une fonction de transfert d’ordre deux pour D(p). Apre`s identification
sous Matlab (System Identification Toolbox) en utilisant la me´thode d’erreur de sortie
(Output error), on obtient les deux transferts D1(p) et D2(p) correspondants aux cas de
L = 16 mm et L = 14 mm respectivement.
D1(p) =
3.533× 10−8p2 + 2.152× 10−4p+ 1
3.374× 10−8p2 + 8.171× 10−6p+ 1
D2(p) =
3.336× 10−8p2 + 1.679× 10−4p+ 1
2.119× 10−8p2 + 4.607× 10−6p+ 1
(4.8)
La Figure 4.8 pre´sente les re´ponses expe´rimentales a` un e´chelon compare´es aux re´-
sultats de simulation dans les deux cas L = 16 mm et L = 14 mm. Apre`s ajustement des
gains statiques des deux transferts D1(p) et D2(p), on remarque que les sorties simule´es
co¨ıncident avec les mesures expe´rimentales de fac¸on satisfaisante.
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D’apre`s l’e´tude mene´e au Chapitre 3, les dimensions ge´ome´triques des poutres pie´zo-
e´lectriques influencent leurs mode`les statique et dynamique. Ceci a e´galement e´te´ vu dans
la section pre´ce´dente sur les valeurs du gain statique dp et les parties dynamiques D1(p)
et D2(p) des deux poutres de longueurs diffe´rentes. Une meilleure fac¸on pour repre´senter
la variation des comportements statique et dynamique des poutres pie´zoe´lectriques est
d’utiliser les techniques du calcul par intervalles. Nous proposons d’e´laborer un mode`le
intervalle de´crivant le comportement de toute poutre pie´zoe´lectrique dont la longueur
est comprise entre deux valeurs. Nous prendrons 14 mm et 16 mm pour ces valeurs afin
d’illustrer notre approche.
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Figure 4.8 – Comparaison des re´sultats expe´rimentaux et de simulation. a : re´sultats
avec la poutre de longueur L = 16 mm. b : re´sultats avec la poutre de longueur L = 14
mm.
4.3.1 Mode`le intervalle statique
Nous avons vu a` la section pre´ce´dente que le mode`le statique line´aire d’une poutre
pie´zoe´lectrique est donne´ par un gain dp (voir 4.6). En fait, ce gain varie en fonction
des caracte´ristiques dimensionnelles de la poutre pie´zoe´lectrique. D’apre`s l’e´tude du
Chapitre 3, on peut de´finir le gain statique dp d’un ensemble de poutres pie´zoe´lectriques
ayant des dimensions ge´ome´triques diffe´rentes entre une borne infe´rieure dp et une borne
supe´rieure dp. dp correspond au gain statique de la poutre engendrant la plus petite
de´flexion tandis que dp est le gain statique de la poutre qui engendre la plus grande
de´flexion. Les deux bornes dp et dp de´finissent l’intervalle du gain statique [dp]. La
relation line´aire (4.6) devient donc :
δs = [dp]Ur (4.9)
tel que : [dp] = [dp, dp].
Dans le cas d’un ensemble de poutres pie´zoe´lectriques unimorphes ayant des lon-
gueurs entre 14 mm et 16 mm, les valeurs des deux bornes dp et dp sont de´termine´es
a` partir des relations (4.5). Par la suite, le gain statique intervalle sera note´ [K]. Il est
de´fini comme suit :
[K] = [dp] = [0.45, 0.66] µm/V (4.10)
L’intervalle [K] (4.10) correspond au gain statique de toute poutre compose´e du
meˆme mate´riau et ayant une longueur L, telle que 14 mm ≤ L ≤ 16 mm.
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4.3.2 Mode`le intervalle dynamique
Quant a` la dynamique des poutres pie´zoe´lectriques ayant des dimensions ge´ome´-
triques diffe´rentes, les parties transitoires peuvent eˆtre de´crites par un mode`le dynamique
intervalle [D](p) incluant toutes les fonctions de transfert D(p) possibles. Ce mode`le dy-
namique intervalle [D](p) est de´fini par une paire de fonctions de transfert D1(p) et
D2(p) dont les coefficients des transferts D1(p) et D2(p) de´finissent les bornes infe´rieure
et supe´rieure du mode`le intervalle. Dans notre e´tude,D1(p) et D2(p) de´crivent les parties
dynamiques des deux poutres de longueur L = 16 mm et L = 14 mm respectivement.
Conside´rons les relations (4.8), on peut re´e´crire les deux mode`les identifie´s Di(p)
(i = 1, 2) comme suit :
Di(p) =
b2ip
2 + b1ip+ 1
a2ip2 + a1ip+ 1
(4.11)
tels que les coefficients des deux fonctions de transfert sont donne´s selon les relations
(4.8).
Le mode`le intervalle dynamique [D](p) peut eˆtre de´rive´ a` partir des deux mode`les
a` parame`tres scalaires Di(p) (i = 1, 2) en conside´rant chaque parame`tre de D1(p) et
le parame`tre correspondant dans D2(p) comme des bornes infe´rieure et supe´rieure du
parame`tre intervalle dans [D](p). Ainsi, [D](p) s’e´crit comme suit :
[D](p) =
[b2]p
2 + [b1]p+ 1
[a2]p2 + [a1]p+ 1
(4.12)
tels que les parame`tres intervalles [b2], [b1], [a1] et [a2] sont inde´pendants et sont
de´finis comme suit :
[b2] = [min(b21, b22),max(b21, b22)]
[b1] = [min(b11, b12),max(b11, b12)]
[a2] = [min(a21, a22),max(a21, a22)]
[a1] = [min(a11, a12),max(a11, a12)]
(4.13)
Apre`s l’application nume´rique, on obtient [D](p) :
[D](p) =
[3.336, 3.533]× 10−8p2 + [1.679, 2.152]× 10−4p+ 1
[2.119, 3.374]× 10−8p2 + [4.607, 8.171]× 10−6p+ 1
(4.14)
4.3.3 E´criture du mode`le intervalle des poutres pie´zoe´lectriques
Partant du gain statique [K] de´fini dans (4.10) et du mode`le intervalle dynamique
(4.14), nous de´rivons le mode`le intervalle line´arise´ qui repre´sente une famille de poutres
pie´zoe´lectriques ayant une longueur 14 mm ≤ L ≤ 16 mm comme suit :
δ = [K][D](p)Ur (4.15)
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Apre`s avoir remplace´ les termes [K] et [D](p), notre mode`le intervalle [Gδ](p) s’e´crit :
[Gδ](p) = [0.45, 0.66]
[3.336, 3.533]× 10−8p2 + [1.679, 2.152]× 10−4p+ 1
[2.119, 3.374]× 10−8p2 + [4.607, 8.171]× 10−6p+ 1
(4.16)
Notre objectif est d’avoir une marge de robustesse plus grande. Pour cela, on pro-
pose d’e´largir les parame`tres intervalles du mode`le [G](p) (4.16). Ceci permet e´galement
d’eˆtre suˆr de contenir re´ellement les mode`les des poutres e´tudie´es. Cependant, lorsque
la taille des intervalles dans le mode`le est trop large, il est difficile de trouver un cor-
recteur qui assure les performances de la boucle ferme´e, voire qui assure la stabilite´. Un
compromis est donc a` faire. Apre`s quelques essais, on propose d’e´largir chaque intervalle
des parame`tres du mode`le (4.16) de 10%. 10% repre´sente la valeur presque maximale
permise dans cette application. Enfin, le mode`le intervalle e´tendu que nous utilisons
pour la synthe`se de la loi de commande est donne´ par la formule suivante :
[Gδ](p) = [0.439, 0.67]
[3.326, 3.542]× 10−8p2 + [1.655, 2.175]× 10−4p+ 1
[2.056, 3.436]× 10−8p2 + [4.428, 8.349]× 10−6p+ 1
(4.17)
Ce mode`le (4.17) a e´te´ calcule´ en supposant une variation sur la longueur 14 mm ≤
L ≤ 16 mm des poutres pie´zoe´lectriques. La Figure 4.9 re´capitule les e´tapes utilise´es
pour l’e´tablissement de ce mode`le (4.17).
Deux poutres piézoélectriques
     de longueurs différentes
Modélisation de l’hystérésis des
deux poutres piézoélectriques
Linéarisation du modèle d’hystérésis
Dérivation de l’intervalle du gain 
  statique des deux poutres [K]
   Identification des parties
dynamiques des deux poutres
Dérivation du transfert intervalle de la 
 partie dynamique des poutres [D](p)
Définition du modèle intervalle des 
deux poutres par : [G](p)=[K] [D](p)
Extension du modèle intervalle de 10%
Dérivation du modèle point 
D (p) de chaque poutrei
Dérivation du gain statique
point d  de chaque poutrep
Figure 4.9 – De´rivation d’un mode`le intervalle de deux poutres pie´zoe´lectriques de
longueurs diffe´rentes.
Notons qu’il est possible de de´river un mode`le intervalle pour un ensemble de poutres
pie´zoe´lectriques ayant des dimensions diffe´rentes (longueur, largeur et e´paisseur) en sui-
vant les meˆmes e´tapes.
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Figure 4.10 – Syste`me line´arise´ a` commander [Gδ](p) = [K][D](p)).
4.4 Commande en de´flexion des poutres pie´zoe´lectriques
L’objectif de cette section est de synthe´tiser un controˆleur pour la de´flexion des
poutres pie´zoe´lectriques ayant des mode`les a` l’inte´rieur du mode`le intervalle (4.17). La
de´rivation du controˆleur est base´e sur la combinaison d’une me´thode de commande
line´aire avec l’outils des intervalles. Nous proposons deux me´thodes de commande par
intervalles.
Ensuite, ces dernie`res seront compare´es aux me´thodes habituelles de synthe`se robuste
H∞ et µ-synthe`se. Cette comparaison se fait dans le cadre d’un exemple, c’est a` dire la
commande de poutres ayant une longueur 14 mm ≤ L ≤ 16 mm. Conside´rons d’abord
un cahier des charges pour la synthe`se du controˆleur.
4.4.1 Cahier des charges
Ge´ne´ralement, les syste`mes de micromanipulation et de micro-assemblage ne´cessitent
la ge´ne´ration de mouvements tre`s pre´cis. En effet, la pre´cision de positionnement doivent
eˆtre microme´trique (voir submicrome´trique). De plus, le comportement des poutres pie´-
zoe´lectriques utilise´es dans les taˆches de micromanipulation et de micro-assemblage doit
eˆtre sans de´passement (ou avec un de´passement tre`s re´duit). Cela permet d’assurer une
meilleure qualite´ des taˆches. Enfin, le controˆleur synthe´tise´ devrait avoir un ordre suffi-
samment re´duit. Le cahier des charges choisi pour la synthe`se est donc comme suit :
– le de´passement initial d’environ 65% doit eˆtre supprime´ D% = 0 ;
– le temps de re´ponse doit eˆtre infe´rieur ou e´gal a` 8 ms, (tr5% ≤ 8 ms) ;
– l’erreur statique doit eˆtre infe´rieure ou e´gale a` 1%, (|ǫ| ≤ 1%) ;
– enfin, le correcteur synthe´tise´ doit eˆtre d’ordre relativement faible.
Prenant en compte la bande passante des poutres pie´zoe´lectriques et le temps de
re´ponse voulu, nous choisissons comme pe´riode d’e´chantillonnage Ts = 0.2ms.
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4.4.2 Me´thode de commande par inclusion des fonctions de transfert
4.4.2.1 Principe
Soit un syste`me intervalle monovariable [G](p, [a], [b]) commande´ par un correcteur
[C](p) comme indique´ sur la Figure 4.11. Ce correcteur doit assurer des performances
pour le syste`me boucle´ quelque soit la variation des parame`tres ai et bj d’un syste`me
G(p) dans leurs intervalles [ai] et [bj ] respectivement. On note par [Hcl](p, [q], [w]) la
fonction de transfert de la boucle´ ferme´e.
+
-
[ C ](p) U [ G ](p,[a],[b])
ε
δ
[ H  ](p,[q],[w])cl
cδ δ
cδ
Figure 4.11 – Syste`me en boucle ferme´e [Hcl](p, [q], [w]).
Dans la suite, la fonction de transfert [G](p, [a], [b]) est donne´e par :










telles que [a] = [[a0], ..., [an]], [b] = [[b1], ..., [bm]] et m ≤ n.
Notons qu’il est toujours possible de se ramener a` cette forme de repre´sentation.











ou` [θ] = [[c], [d]] est un vecteur intervalle (ou pave´) contenant les parame`tres du
controˆleur. Comme la structure du correcteur peut eˆtre choisie par l’utilisateur, il est
toujours possible d’imposer l’ordre du correcteur en modifiant l et k.
Partant du mode`le intervalle [G](p, [a], [b]) (4.18) et le transfert du controˆleur [C](p, [θ])
(4.19), le mode`le de la boucle ferme´e s’e´crit :
[Hcl](p, [a], [b], [θ]) =
1
1
[C](p, [θ])[G](p, [a], [b])
+ 1
(4.20)
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Notons que la forme d’e´criture de [Hcl](p, [a], [b], [θ]) donne´e par (4.20) a e´te´ choisie
afin d’e´viter la multi-occurence des transferts [G](p, [a], [b]) et [C](p, [θ]). Apre`s avoir
remplace´ [G](p, [a], [b]) et [C](p, [θ]), on obtient :




























Apre`s de´veloppement de (4.21), le mode`le [Hcl](p, [a], [b], [θ]) peut se re´e´crire comme
suit :









ou` e = m+ l et r = n+k. Les pave´s [f ] et [h] sont fonction des pave´s du syste`me [a],
[b] et des pave´s du correcteur [c] et [d]. En particulier, les deux parame`tres intervalles
[f0] et [h0] dans (4.22) de´pendent uniquement de l’intervalle [d0] du correcteur. Durant
l’imple´mentation du correcteur, les parame`tres [c] et [d] doivent eˆtre choisis scalaires.
Ceci nous a permis d’e´crire le transfert en boucle ferme´e sous la forme suivante en
divisant le nume´rateur et le de´nominateur de [Hcl](p, [h], [f ]) par [d0] = d0 6= 0 :











tels que : [qi] =
[hi]
[d0]
(i = 1, ...r) et [wj ] =
[fj ]
[d0]
(j = 1, ...e).
L’objectif principal consiste a` calculer l’ensemble des parame`tres du controˆleur (4.19)
qui assure un cahier des charges donne´. En d’autres termes, les performances re´alise´es
par un tel correcteur doivent appartenir a` un ensemble de performances souhaite´es. En
fait, les performances d’un cahier des charges peuvent eˆtre traduites par un mode`le
intervalle, appele´ mode`le intervalle de re´fe´rence et note´ [H]. D’apre`s le The´ore`me 2.6
pre´sente´ au Chapitre 2, ceci se traduit par [Hcl](p, [q], [w]) ⊆ [H](p).
Soit Θ l’ensemble des parame`tres du correcteur assurant [Hcl](p, [q], [w]) ⊆ [H](p),
chercher les valeur admissibles de θ telles que :
Θ := {θ ∈ D t.q. [Hcl](p, θ) ⊆ [H](p)} (4.24)
ou` D est le domaine de de´finition de θ (ou domaine de recherche a priori).
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L’objectif est donc de de´terminer cet ensemble Θ. Cependant, afin de pouvoir appli-
quer l’inclusion parame`tre par parame`tre, le mode`le de re´fe´rence [H] doit avoir la meˆme
structure que le transfert [Hcl]. Conside´rons le mode`le intervalle de re´fe´rence suivant :











ou` les boˆıtes de parame`tres intervalles [s] et [x] sont connues, et peuvent eˆtre de´rive´es
a` partir des performances du cahier des charges.
Selon les The´ore`mes 2.5 et 2.6, si les inclusions suivantes :
[qi] ⊆ [si], for i = 1, ..., r
[wj ] ⊆ [xj ], for j = 1, ..., e
(4.26)
sont ve´rifie´es, alors l’inclusion [Hcl] ⊆ [H] est satisfaite, et par conse´quent les perfor-
mances de [H] contiennent les performances de [Hcl]. Dans ce cas, le correcteur calcule´
[C] assure effectivement les performances pour n’importe quel syste`me G a` parame`tres
point (scalaire) appartenant au mode`le intervalle [G].





∣∣∣∣ [qi](θ) ⊆ [si], ∀i = 1, ..., n+ k[wj ](θ) ⊆ [xj ], ∀j = 1, ...,m+ l
}
(4.27)
La recherche de l’ensemble des parame`tres du controˆleur assurant (4.27) est appele´
un proble`me d’inversion ensembliste qui peut eˆtre re´solu en utilisant l’algorithme de
SIVIA [Jau93] pre´sente´ au Chapitre 2. Le Tableau 4.1 pre´sente l’algorithme de SIVIA
re´cursif permettant de re´soudre le proble`me de commande (4.27).
Table 4.1 – Algorithme SIVIA permettant la re´solution du proble`me (4.27).
SIVIA(in : [q], [w], [s], [x], [θ], ǫ ; inout : Θ, Θ )
1 if [[q]([θ]), [w]([θ])]
⋂
[[s], [x]] = ∅ return ;
2 if [[q]([θ]), [w]([θ])] ⊂ [[s], [x]] then
{Θ := Θ
⋃
[θ] ; Θ := Θ
⋃
[θ]} return ;
4 if width([θ]) < ǫ then {Θ := Θ
⋃
[θ]} ; return ;
5 bisect [θ] into L([θ]) and R([θ]) ;
6 SIVIA([q], [w], [s], [x], L([θ]), ǫ ; Θ, Θ) ;
SIVIA([q], [w], [s], [x], R([θ]), ǫ ; Θ, Θ).
Θ et Θ repre´sentent respectivement l’approximation inte´rieure et exte´rieure de l’en-
semble solution Θ.
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Remarque 4.1. Le nombre des parame`tres inconnus (voir (4.19)) est l+ k + 1, tandis
que le nombre d’inclusions est r + e. Comme e = m + l et r = n + k, on peut e´crire
r+e > l+k+1. Il y a en fait plus de contraintes que de variables. Pour cela, l’ensemble
solution Θ est donne´ par l’intersection des ensembles solution de chaque inclusion dans





tel que : (set sol)i est l’ensemble solution de la i
e`me inclusion.
4.4.2.2 Application a` la commande en de´flexion des poutres pie´zoe´lectriques
Appliquons maintenant cette me´thode pour commander la de´flexion des poutres
pie´zoe´lectriques mode´lise´es par un mode`le intervalle line´aire (4.17). Rappelons que ce
dernier de´crit le comportement d’une famille de poutres pie´zoe´lectriques et de longueur
comprise entre 14mm et 16mm. Selon les performances donne´es au § 4.4.1, le correcteur
doit annuler l’erreur statique. Pour cela, on conside`re une structure de correcteur conte-
nant un inte´grateur. Nous choisissons une structure PI (Proportionelle Integrale) pour
notre correcteur en raison de son ordre re´duit, des proprie´te´s inte´ressantes de robustesse
qu’il offre et de sa grande utilisation dans le monde industriel :




ou` [Kp] et [Ki] sont respectivement les gains de l’action proportionnelle et de l’action
inte´grale.
En se basant sur le mode`le (4.17) et le correcteur (4.29), le syste`me intervalle en

































Le mode`le intervalle de re´fe´rence de´crivant le comportement souhaite´ est de´rive´ selon
le transfert de la boucle ferme´e (4.30) et les exigences du cahier des charges. Comme
le de´passement n’est pas permis (voir la § 4.4.1), une fonction de transfert du premier
ordre peut eˆtre utilise´e pour le mode`le intervalle de re´fe´rence :




ou` les parame`tres intervalles [Ke] et [τ ] definissent respectivement l’erreur statique
et le temps de re´ponse, avec :
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– [Ke] = 1 + ε = [0.99, 1.01],
– [τ ] =
[tr5%]
3
= [0, 2.66 ms].
Cependant, il faudrait que le mode`le intervalle de re´fe´rence ait la meˆme structure
que la boucle ferme´e afin d’appliquer l’inclusion parame`tre par parame`tre comme requis
dans (4.27). Pour cela, ajoutons au mode`le (4.31) quelques poˆles et ze´ros loins de l’axe
imaginaire :













[H](p, [Ke], [τ ]) peut se re´e´crire sous la forme :
[H](p, [Ke], [τ ]) = [Ke]
0.001[τ ]3s3 + 0.03[τ ]2s2 + 0.3[τ ]s+ 1
0.01[τ ]3s3 + 0.21[τ ]2s2 + 1.2[τ ]s+ 1
(4.33)






















+ [b1] ⊆ 1.2[τ ]
(4.34)
alors, le correcteur defini dans (4.29) assure les performances requises (§ 4.4.1) pour
le mode`le intervalle (4.17).
On s’inte´resse ici a` la recherche de l’approximation inte´rieure Θ. Apre`s l’application
de l’algorithme de SIVIA, on obtient le sous pavage repre´sente´ sur la Figure 4.12. L’en-
semble solution Θ a e´te´ obtenu en utilisant comme espace de recherche initial le pave´
[Kp0]× [Ki0] = [0, 1]× [0.1, 1000] et une pre´cision de calcul ǫ = 0.01.
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Figure 4.12 – Ensemble solution des parame`tres du correcteur assurant les perfor-
mances.
Remarque 4.2. Si le proble`me d’inversion ensembliste n’est pas faisable, c’est a` dire
Θ = ∅, la boˆıte initiale (espace de recherche) des parame`tres du controˆleur devrait eˆtre
modifie´e (un choix d’une boˆıte initiale large est possible) et/ou il faudrait modifier la
structure (jouer sur l’ordre) du controˆleur et/ou de´grader les exigences du cahier des
charges.
Un correcteur intervalle [C](p) n’est pas directement imple´mentable. Cependant,
tout correcteur point C(p) ∈ [C](p) est imple´mentable et assure les performances. Afin
d’imple´menter le correcteur C(p,Kp,Ki) = C(p), on choisit donc des parame`tres Kp et
Ki quelconque a` l’inte´rieure de l’ensemble Θ. Dans cette application, on testera deux








Les deux correcteurs (4.35) ont e´te´ teste´s chacun sur chacune des deux poutres pie´zo-
e´lectriques de longueur L = 16 mm et L = 14 mm utilise´es dans la partie mode´lisation.
La Figure 4.13 montre les re´ponses expe´rimentales obtenues apre`s l’application d’un
e´chelon de re´fe´rence de 40 µm. Comme indique´ sur la Figure 4.13, les deux correc-
teurs ont joue´ leur roˆle et satisfont les performances requises pour la boucle ferme´e. Les
performances expe´rimentales obtenues avec les deux correcteurs sont re´sume´es dans le
Tableau 4.2.
Nous avons e´galement effectue´ une analyse de suivi de trajectoire avec les deux
poutres en utilisant un correcteur (C1(p) ou C2(p)). Pour cela, une trajectoire de re´fe´-
rence ale´atoire est applique´e a` l’entre´e du syste`me boucle´. L’utilisation du correcteur
C1(p) permet d’avoir les re´sultats expe´rimentaux illustre´s sur la Figure 4.24. Comme
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Figure 4.13 – Re´sultats expe´rimentaux obtenus avec les deux correcteurs (4.35). a :
re´sultats avec la poutre de longueur L = 16 mm. b : re´sultats avec la poutre de longueur
L = 14 mm.
Table 4.2 – Performances expe´rimentales des boucles ferme´es.
Correcteur Poutre avec L = 16 mm Poutre avec L = 14 mm
tr5% D ǫ tr5% D ǫ
C1(p) 4 ms ≈ 0% 0% ≈ 4.7 ms ≈ 0% 0%
C2(p) 4 ms ≈ 0% 0% ≈ 4.7 ms ≈ 0% 0%
montre´ sur cette Figure 4.24, le signal d’entre´e et le signal de sortie sont supperpose´s et
les erreurs entre la re´fe´rence applique´e a` l’entre´e du syste`me et la de´flexion mesure´e de
chaque poutre sont pratiquement infe´rieures a` 1.5 µm (voir Figure 4.15). Le correcteur
C1(p) assure un bon suivi de trajectoire pour les deux poutres pie´zoe´lectriques utilise´es.
4.4.3 Me´thode base´e sur l’approche H∞-standard combine´e avec l’ana-
lyse par intervalles
Dans cette partie, nous synthe´tisons un correcteur intervalle mais au lieu d’utiliser
le the´ore`me d’inclusion comme la me´thode pre´ce´dente, nous combinons l’approche H∞
avec l’analyse par intervalles. Reprenons le sche´ma de la boucle ferme´e repre´sente´ sur
la Figure 4.11, ou` [G](p, [a], [b]) est de´fini par le transfert intervalle (4.18). L’objectif
principal consiste a` synthe´tiser un correcteur [C](p, [θ]) (4.19) assurant un crite`re H∞
qui de´finit les performances souhaite´es.
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Figure 4.14 – Suivi de trajectoire en utilisant le correcteur C1(p). a : poutre de longueur
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Figure 4.15 – Erreur de suivi de trajectoire en utilisant le correcteur C1(p). a : poutre
de longueur L = 16 mm. b : poutre de longueur L = 14 mm.
4.4.3.1 Rappels sur la commande H∞ standard
Pour simplifier le principe de l’approche, nous nous sommes limite´s au cas des sys-
te`mes monovariables, mais, toutefois la synthe`se H∞ permet de traiter des proble`mes
multivariables. Conside´rons le syste`me de commande de la Figure 4.16, dans lequel un
syste`me monovariable G(p) est commande´ par un correcteur C(p).
Dans ce sche´ma, les signaux conside´re´s sont :
– δc qui repre´sente la consigne ou la re´fe´rence,
– δ qui designe la sortie du syste`me,










Figure 4.16 – Un syste`me G commande´ par un controˆleur C.
– ǫ qui repre´sente l’erreur,
– et b qui est une perturbation en entre´e du syste`me.
Les relations reliant les signaux de sortie δ, ǫ et u et les signaux d’entre´e δc et b sont
donne´es par :
δ = CG(1 + CG)−1δc +G(1 + CG)
−1B
E = (1 + CG)−1δc −G(1 + CG)
−1B
U = C(1 + CG)−1δc − CG(1 + CG)
−1B
(4.36)
Ces relations font intervenir plusieurs fonctions de transfert :
















Dans les approches de commande robuste H∞, la synthe`se du correcteur se fait dans
le domaine fre´quentiel [Zho98]. Lorsque les performances sont donne´es dans le domaine
temporel, il est ne´cessaire de les traduire dans le domaine fre´quentiel. Les performances
temporelles du syste`me boucle´ de la Figure 4.16 peuvent eˆtre de´termine´es a` partir des
diagrammes de Bode des quatre fonctions de transfert S(jw), S(jw)G(jw), C(jw)S(jw)
et C(jw)S(jw)G(jw). Afin d’atteindre certains objectifs pour le syste`me boucle´, on peut
utiliser des gabarits fre´quentiels (Figure 4.17). Ces gabarits de´pendent des filtres W1(p),
W2(p) et W3(p) de´crivant les performances voulues.



















Figure 4.17 – Gabarits fre´quentiels et fonctions de transfert du syste`me boucle´.
Lorsque les performances de´sire´es sont connues (c’est a` dire W1(p), W2(p) et W3(p)
sont connues), le proble`me de la commande robuste H∞ cherche a` calculer un correcteur














ou` γ > 0 repre´sente un niveau de performance. Si γ ≤ 1, les performances nominales
sont assure´es.







Pour faire apparaˆıtre les fonctions de ponde´rations (filtres) W1(p), W2(p) et W3(p),
on conside`re le sche´ma de la Figure 4.18-a. Le principe de l’approche de commande
H∞ [Zho96] [Bal01] est base´ sur une forme de syste`mes interconnecte´s (appele´e forme
standard) repre´sente´e sur la Figure 4.18-b. Cette dernie`re est obtenue a` partir de la
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Figure 4.18 – Forme H∞ standard.
Dans cette forme standard, le nouveau syste`me P , appele´ syste`me augmente´ contient
le syste`me G augmente´ des ponde´rations fre´quentielles Wi(p). Le syste`me augmente´ P
de´crit les relations entre (w, u) et (z, ǫ) comme suit :
 Z(p)
E(p)









La matrice de transfert liant le vecteur de sortie Z(p) au vecteur d’entre´e W (p)
est donne´e par ce qu’on appelle la transformation line´aire fractionnaire (LFT : Linear
Fractional Transformation), d’ou` :
Fl(P,C) = P11 + P12C(I − P22C)
−1P21 (4.40)
A` partir du sche´ma de la Figure 4.18-b, la transformation line´aire fractionnaire
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Le proble`me H∞ standard consiste a` chercher le correcteur C(p) qui stabilise le
syste`me boucle´ de la Figure 4.18-a et qui assure la contrainte suivante :
‖Fl(P,C)‖∞ ≤ γ (4.42)
Le correcteur qui assure la plus petite valeur possible de γ, note´e γopt est dit ”cor-
recteur optimal”.
Pour re´soudre ce proble`me, une autre phase, dite de conception, consiste alors a`
mettre en œuvre un ou plusieurs algorithmes de re´solution du proble`me H∞ standard.
Une des me´thodes la plus utilise´e est l’algorithme de Glover-Doyle [Glo88] [Doy89]
qui repose sur la re´solution d’une se´rie d’e´quations de Riccati. Dans cette approche, la
valeur optimale de γ est recherche´e par dichotomie.
4.4.3.2 Combinaison de l’approche H∞ avec l’analyse par intervalles
Conside´rons la synthe`se de correcteur pour le syste`me intervalle [G](p, [a], [b]) base´e
sur l’approche H∞. Comme le syste`me a` commander est de´crit par un mode`le intervalle
[G](p, [a], [b]), le syste`me augmente´ est aussi un syste`me intervalle [P ](p, [a], [b]). Dans
notre cas, nous conside´rons le proble`me H∞ sous-optimal qui consiste a` de´terminer pour
une valeur donne´e de γ > 0 le correcteur [C](p, [θ]) (4.19) tel que :
‖Fl([P ](p, [a], [b]), [C](p, [θ]))‖∞ ≤ γ (4.43)
Le syste`me augmente´ [P ](p, [a], [b]) contient le syste`me intervalle [G](p, [a], [b]) et les
diffe´rentes fonctions de ponde´rations Wi(p) de´crivant les performances de´sire´es.
Dans notre e´tude, nous ne conside´rons pas le filtre W3, car nous ne nous inte´ressons
pas au rejet de perturbation. Conside´rons a` cette fin le sche´ma de la Figure 4.19, dans
lequel le signal d’erreur ǫ est ponde´re´ par un filtreW1(p) et la commande u est ponde´re´e
par le transfert W2(p).





comme signal a` surveiller, la trans-
formation line´aire fractionnaire Fl([P ](p, [a], [b]), [C](p, [θ])) correspondant au sche´ma de
la Figure 4.19 est donne´e par :




ou` la fonction de sensibilite´ [S](p) de´pend des parame`tres du syste`me [a] et [b] et des
parame`tres du correcteur [θ], avec [S](p) = (1 + [C](p, [θ])[G](p, [a], [b]))−1.





































Figure 4.19 – Forme H∞ standard pour un mode`le intervalle.
Dans ce cas, si γ ≤ 1, alors les performances robustes sont respecte´es. Enfin, notre
proble`me peut eˆtre formule´ comme suit :
trouver les valeurs admissibles des parame`tres θ du correcteur qui assure pour une
valeur 0 < γ ≤ 1 le crite`re H∞ ci-dessus :
Θ :=
{
θ ∈ D t.q.
{
‖W1(p)[S](p)‖∞ ≤ γ
‖W2(p)C(p, θ)[S](p)‖∞ ≤ γ
}
(4.46)
ou` D est le domaine de de´finition de θ (ou domaine de recherche a priori).
La synthe`se du correcteur C(p, [θ]) est base´e sur le calcul des normes-H∞ des fonc-
tions de transfert intervallesW1(p)[S](p) etW2(p)[C](p, [θ])[S](p). Ces dernie`res (‖W1(p)[S](p)‖∞
et ‖W2(p)[C](p, [θ])[S](p)‖∞) peuvent eˆtre calcule´es en utilisant les me´thodes pre´sente´es
au Chapitre 2 [An00b] [An00a] [Wan02].
Il reste a` re´soudre le proble`me de minimisation de la norme-H∞ de´fini dans (4.46).
Les me´thodes pre´sente´es dans [Wan02] [An00b] [An00a] permettent uniquement d’e´va-
luer la valeur maximale de la norme-H∞ des syste`mes intervalles. Dans notre cas, nous
avons besoin de la valeur minimale afin de tester l’existence ou non d’un correcteur. Ce-
pendant, jusqu’a` pre´sent il n’existe pas de me´thodes pour de´terminer la borne infe´rieure.
Pour cela, on propose d’utiliser l’algorithme de´crit par l’organigramme de la Figure 4.20
qui permet de caracte´riser l’ensemble solution du proble`me (4.46).
Cet algorithme permet d’effectuer dans un premier temps un test sur le pave´ initial.
Ce pave´ initial est dit acceptable si les conditions (4.45) sont satisfaites. A` l’inverse si ces
conditions ne sont pas ve´rifie´e, aucune de´cision n’est possible. Dans ce cas, le pave´ est
partitionne´. Les deux pave´s ge´ne´re´s sont teste´s, puis l’algorithme se propage tant que la
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- Calculer 
Θ = ΘΘ = Θ -           et
Θ = Θ = and 





W (p) [S](p,[θ])||             ||  
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en      et
Θ = Θ





suivre les étapes données
à la remarque 4.2
Θ = Θ
Θ = Θ
appliquer l’algorithme [θ ] [θ ]1 2sur     et
Figure 4.20 – Organigrame repre´sentant l’algorithme de re´solution du proble`me (4.46).
taille des pave´s est supe´rieure a` une certaine pre´cision choisie par l’utilisateur. L’incon-
ve´nient majeur de cet algorithme (voir Figure 4.20) est le nombre e´leve´ de bissections,
ce qui augmente le temps de calcul.
L’encadrement inte´rieur Θ obtenu contient les pave´s pour lesquels les conditions sur
la norme-H∞ (4.45) sont remplies. L’ensemble Θ ge´ne´re´ par l’algorithme repre´sente le
comple´ment de Θ dans le pave´ initial conside´re´ [θ]0, c’est a` dire Θ = [θ]0 \ Θ. Cet
ensemble correspond aux pave´s pour lesquels aucune conclusion ne peut eˆtre e´tablie.
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4.4.3.3 Application aux poutres pie´zoe´lectriques
Appliquons maintenant cette me´thode a` la commande de la de´flexion des poutres
pie´zoe´lectriques. Le mode`le intervalle line´aire correspondant a` une poutre pie´zoe´lectrique
de longueur 14 mm ≤ L ≤ 16 mm est donne´ par la relation (4.17). Notre objectif est
de synthe´tiser un correcteur PI (Proportionnel-Inte´gral) qui assure les performances
pre´sente´es au § 4.4.1. De plus, on souhaite limiter le signal de la commande u afin
d’e´viter tout endommagement des poutres pie´zoe´lectriques. Pour cela, la commande
devrait eˆtre limite´e a` 100 V pour une consigne maximale de 40 µm. Les performances
du cahier des charges peuvent eˆtre traduites par des fonctions de ponde´ration W1(p) et
























tr5%, ǫ, et D% sont respectivement le temps de re´ponse, l’erreur statique et le de´-












= 2.5 V/µm (4.49)
Dans notre cas, nous imposons γ = 1. L’objectif en utilisant γ = 1, e´tant de chercher
directement le correcteur [C](p, [θ]) qui assure les performances. Notre proble`me consiste
donc a` calculer l’ensemble Θ des parame`tres du correcteur [C](p, [θ]) (4.19) qui assure




∣∣∣∣{ ‖W1(p)[S](p)‖∞ ≤ 1‖W2(p)[C](p, [θ])[S](p)‖∞ ≤ 1
}
(4.50)
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3 + ([Ki][b2] + [Kp][b1]) p
2 + ([Kp] + [Ki][b1]) p+ [Ki]︸ ︷︷ ︸
[g](p)
(4.51)
[f ](p) et [g](p) sont respectivement les polynoˆmes intervalles du de´nominateur et du
nume´rateur de la fonction de transfert en boucle ouverte [C](p, [θ])[G](p, [a], [b]).
On choisit un pave´ initial [Kp0]×[Ki0] = [0, 1.2]×[0.1, 1200] pour re´soudre le proble`me
de commande (4.50). L’algorithme de SIVIA re´cursif (voir la Figure 4.20) ge´ne`re le sous-














Figure 4.21 – Valeurs admissibles des parame`tres [Kp] et [Ki] du correcteur PI qui
assure les performances robustes.
La Remarque 4.2 est utile dans le cas ou` l’ensemble ge´ne´re´ est vide Θ = ∅. En com-
paraison avec la me´thode base´e sur l’inclusion des fonctions de transfert, cette me´thode
pre´sente un temps de calcul de l’ensemble solution tre`s grand a` cause du nombre e´leve´ de
bissections re´alise´es. Cela est principalement duˆ d’une part a` l’absence de me´thodes per-
mettant d’e´valuer la borne infe´rieure de la norme-H∞ d’un syste`me intervalle et d’autre
part a` la surestimation de la borne supe´rieure de la norme-H∞ des syste`mes intervalles
lors de l’application des me´thodes pre´sente´es dans [Wan02] [An00b] [An00a].
110 Chapitre 4
Le correcteur a` imple´menter doit eˆtre a` parame`tres point (scalaires) C(p,Kp,Ki) =
C(p). Les parame`tres Kp et Ki a` utiliser prennent donc des valeurs a` l’inte´rieur de








Soit [Si] = (1 + Ci[G])
−1, i ∈ {1, 2} les fonctions de sensibilite´ obtenues avec les cor-
recteurs imple´mente´s Ci(p) (4.52). La Figure 4.22 montre les magnitudes des transferts
intervalles [Si](p) et Ci(p)[Si](p) (i ∈ {1, 2}) compare´es a` celles de leurs gabarits corres-



























































































Figure 4.22 – Magnitudes des fonctions [Si](p) et Ci(p)[Si](p) compare´es aux magni-
tudes
∣∣∣∣ 1W1(p)
∣∣∣∣ et ∣∣∣∣ 1W2(p)
∣∣∣∣ respectivement.
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Les normes-H∞ des fonctions de transfert W1(p)[Si](p) et W2(p)Ci(p)[Si](p) (pour
i = 1, 2) sont :
‖W1(p)[S1](p)‖∞ = 0.94 < 1
‖W1(p)[S2](p)‖∞ = 0.856 < 1
‖W2(p)C1(p)[S1](p)‖∞ = 0.91 < 1
‖W2(p)C2(p)[S2](p)‖∞ = 0.91 < 1
(4.53)
Les deux correcteurs Ci(p) (i ∈ {1, 2}) ont e´te´ applique´s aux deux poutres pie´zoe´lec-
triques de longueurs L = 16 mm et L = 14 mm. Les re´ponses a` un e´chelon d’amplitude
40 µm sont illustre´es sur la Figure 4.23. Les deux correcteurs ont joue´ leur roˆle et as-
surent les performances requises. On re´sume les re´sultats obtenus dans le Tableau 4.3.
Les expe´rimentations re´alise´es ont montre´ que la tension de commande maximale appli-
que´e aux poutres pie´zoe´lectriques ne de´passe pas 97 V .
Table 4.3 – Performances temporelles obtenues avec les deux correcteurs (4.52).
Correcteur Poutre L = 16 mm Poutre L = 14 mm
tr5% D ǫ tr5% D ǫ
C1(p) 5.2 ms ≈ 0% 0% ≈ 7 ms ≈ 0% 0%















avec C (p) et C (p) 1
résultats expérimentaux
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référence
Figure 4.23 – Re´ponses expe´rimentales obtenues avec les correcteurs Ci(p) (4.52). a :
re´sultas avec la poutre de longueur L = 16 mm. b : re´sultas avec la poutre de longueur
L = 14 mm
.
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Une analyse de suivi de trajectoire a e´te´ effectue´e sur les deux poutres pie´zoe´lectriques
utilise´es. Les re´sultats expe´rimentaux obtenus avec le correcteur C1(p) sont illustre´s sur
la Figure 4.24. On constate d’apre`s la Figure 4.25 que la diffe´rence entre le signal de
re´fe´rence applique´e a` l’entre´e du syste`me et la de´flexion expe´rimentale est au dessous de

























Figure 4.24 – Suivi de trajectoire en utilisant le correcteur C1(p) (4.52). a : poutre de























Figure 4.25 – Erreur de suivi de trajectoire en utilisant le correcteur C1(p) (4.52). a :
poutre de longueur L = 16 mm. b : poutre de longueur L = 14 mm.
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4.4.4 Commande en de´flexion par la µ-synthe`se
Dans cette section, nous appliquons la commande robuste classique µ−synthe`se pour
commander la de´flexion des poutres pie´zoe´lectriques dont le comportement est de´crit par
un transfert a` l’inte´rieur du mode`le intervalle [Gδ](p) (4.17).
4.4.4.1 Rappels sur la µ−synthe`se
La µ-synthe`se qui est base´e sur le calcul des valeurs singulie`res structure´es pre´sente
une approche inte´ressante pour assurer la stabilite´ et les performances robustes pour les
syste`mes incertains [Doy89] [Duc93] [Duc99] [Saf89] [Ala99b]. Lorsqu’il est possible
de formuler a priori les incertitudes sur le mode`le, la µ-synthe`se permet de trouver
un correcteur optimal K(p) et la valeur optimale γ qui assurent les performances cor-
respondantes dans le domaine d’incertitude ainsi formule´. Les incertitudes (toute sorte
d’incertitude) sont rassemble´es dans une matrice ∆(p) ayant la structure ge´ne´rale sui-
vante :
∆ = diag {∆1(p), ...,∆q(p), ∂1Ir1, ..., ∂rIrr, ǫ1Ic1, ..., ǫcIcc} (4.54)
ou` l’incertitude ∆ doit eˆtre normalise´e, c’est a` dire ‖∆‖∞ < 1
Le syste`me nominal augmente´ P (p) est connecte´ par LFT-infe´rieure au correcteur


















Figure 4.26 – Proble`me de la synthe`se robuste.
Supposons que le niveau de performance γ a` satisfaire est e´gal a` un (il est toujours
possible de se ramener a` ce cas en inte´grant γ dans P (p)) [Duc99]. Alors le proble`me
est le suivant :
∀∆(p) du type (4.54) tel que ‖∆(p)‖∞ < 1, de´terminer K(p) tel que la norme-H∞
du transfert liant l’entre´e i et la sortie o soit infe´rieure a` un.
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Ce proble`me est e´quivalent selon le the´ore`me du petit gain [Doy85] [Zho96], a`
la recherche du correcteur K(p) qui stabilise le mode`le de la Figure 4.26-b pour toute
incertitude fictive et non-structure´e ‖∆f (p)‖∞ < 1.
Ce dernier proble`me (Figure 4.26-b) est e´quivalent au proble`me de µ−synthe`se qui
consiste a` trouver un correcteur K(p) qui assure :
∀w, µ
∆
′(Fl(P (jw),K(jw))) ≤ 1 (4.55)
ou` µA(B) designe la valeur singulie`re structure´e de B relative a` l’ensemble A. L’en-
semble ∆
′









L’approche par D−K ite´ration (voir Annexe C) est l’une des me´thodes permettant
de donner une solution approche´e de ce proble`me de µ−synthe`se [Doy85] [Zho96].
4.4.4.2 Application a` la commande des poutres pie´zoe´lectriques
L’application de la me´thode ne´cessite d’isoler l’incertitude des diffe´rents parame`tres
de la relation (4.17). Pour cela, on utilise pour la repre´sentation des intervalles leur
centre et leur rayon. Re´e´crivons les parame`tres du mode`le (4.17) comme suit :
[K] = K̂ + ηδK
[b2] = b̂2 + β2δb2
[b1] = b̂1 + β1δb1
[a1] = â1 + α1δa1
[a2] = â2 + α2δa2
(4.57)
tels que : 
−1 ≤ δ{K,b2,b1,a1,a2} ≤ 1
K̂ = mid([K]) = 0.555
b̂2 = mid([b2]) = 3.434× 10
−8
b̂1 = mid([b1]) = 1.915× 10
−4
â1 = mid([a1]) = 6.389× 10
−6
â2 = mid([a2]) = 2.746× 10
−8
η = rad([K]) = 0.1155
β2 = rad([K]) = 0.108× 10
−8
β1 = rad([K]) = 0.26× 10
−4
α1 = rad([K]) = 1.96× 10
−6
α2 = rad([K]) = 0.69× 10
−8
(4.58)
La sortie y du mode`le intervalle s’exprime comme suit :
y = [K][D](p)u (4.59)
ou` u est le signal de commande. [K] et [D](p) ont e´te´ identifie´s pre´ce´demment.
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Conside´rons le signal w tel que :








La sortie du syste`me y peut s’e´crire en fonction du signal w comme suit :
y = [D](p)w =
(̂b2 + β2δb2)p
2 + (̂b1 + β1δb1)p+ 1
(â2 + α2δa2)p
2 + (â1 + α1δa1)p+ 1
w (4.61)
A` partir de (4.61), on peut e´crire :
(â2p




La relation (4.62) est e´quivalente a` :




2 + b̂1p+ 1




â2p2 + â1p+ 1
Gb(p) =
−α1p




â2p2 + â1p+ 1
Gd(p) =
β1p
â2p2 + â1p+ 1
(4.64)
Afin de traduire les performances de´sire´es, un filtreW1(p) a e´te´ mis en place au signal
d’erreur ǫ. Afin de prendre en compte une condition sur la limitation de la commande, le
signal de commande u peut eˆtre ponde´re´ par un filtre W2. Le sche´ma avec ponde´rations
pour la commande µ−synthe`se donne´ par la Figure 4.27 est obtenu selon les relations
(4.60) et (4.63).
Le sche´ma de la Figure 4.27 peut eˆtre mis sous la forme donne´e par la Figure 4.28
en mettant Gn(p) = K̂Gm(p), Wa2(p) = Ga(p), Wa1(p) = Gb(p), Wb2(p) = K̂Gc(p),
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La matrice de transfert M(p) liant les signaux
 xyc
u






 est de´finie comme suit :
M(p) =

Wa2 Wa1 Wb2 Wb1 GnWK | 0 Gn
Wa2 Wa1 Wb2 Wb1 GnWK | 0 Gn
0 0 0 0 WK | 0 1
0 0 0 0 WK | 0 1
0 0 0 0 0 | 0 1
— — — — — — — — — — — | — — —
Wa2 Wa1 Wb2 Wb1 GnWK | 0 Gn
−W1Wa2 −W1Wa1 −W1Wb2 −W1Wb1 −W1GnWK | W1 −W1Gn
0 0 0 0 0 | 0 W2
−Wa2 −Wa1 −Wb2 −Wb1 −GnWK | 1 −Gn

Les meˆmes fonctions de ponde´ration W1 (4.48) et W2 (4.49) calcule´es pre´ce´demment
ont e´te´ utilise´es pour la synthe`se du correcteur Cµs.
Le calcul du correcteur a e´te´ re´alise´ avec la Mu-Analysis and Synthesis Toolbox de
Matlab en utilisant l’algorithme D-K ite´ration (voir Annexe C). L’algorithme µ-synthe`se
ge´ne`re un correcteur d’ordre 11 et une valeur optimale γ = 4.0104. Le correcteur obtenu
est donne´ par le transfert suivant :
Cµs(p) =
(p+ 2.78× 104)(p2 + 414.2p+ 5.61× 106)(p2 + 511.8p+ 4.4× 107)(p2 + 332.6p+ 3.64× 107)3
9.784(p+ 3.75)(p2 + 201.4p+ 3.622× 107)(p2 + 7289p+ 5.25× 107)(p2 + 332.6p+ 3.64× 107)3
(4.65)
On constate que deux polynoˆmes identiques stables apparaissent dans le nume´rateur
et le de´nominateur du correcteur synthe´tise´ et peuvent eˆtre simplifie´s. Apre`s simplifica-
tion, le correcteur devient :
Cµs(p) =
0.1022(p+ 2.786× 104)(p2 + 414.2p+ 5.61× 106)(p2 + 511.8p+ 4.4× 107)
(p+ 3.75)(p2 + 201.4p+ 3.622× 107)(p2 + 7289p+ 5.25× 107)
(4.66)
Le correcteur Cµs(p) a e´te´ applique´ aux deux poutres pie´zoe´lectriques de longueurs
L = 14 mm et L = 16 mm. Les re´sultats expe´rimentaux obtenus a` un e´chelon de
re´fe´rence d’amplitude 40 µm sont pre´sente´s sur la Figure 4.29.
D’apre`s la Figure 4.29, on constate qu’il n’y a pas de de´passement sur les compor-
tements obtenus. Cependant, le correcteur Cµs(p) n’assure pas les temps de re´ponse
requis. On obtient tr1 ≈ 15.6 ms et tr2 ≈ 24.7 ms pour les poutres de longueurs L = 16
118 Chapitre 4















poutre de longueur L=16mm 
Figure 4.29 – Les re´sultats expe´rimentaux obtenus avec le correcteur µ−synthe`se en
utilisant les deux poutres de longueur diffe´rente.
mm et L = 14 mm respectivement. De meˆme, les erreurs statiques obtenues sont ap-
proximativement de l’ordre de ǫ1,2 = 2.12% > 1% et ne respectent pas le cahier des
charges.
4.4.5 Commande en de´flexion par H∞ standard
Identiquement aux me´thodes de commande pre´ce´dente, nous synthe´tisons un cor-
recteur H∞ pour commander la de´flexion des poutres pie´zoe´lectriques (de longueur 14
mm ≤ L ≤ 16mm) mode´lise´es par le mode`le intervalle [Gδ](p) (4.17).
Reprenons le sche´ma de la Figure 4.28, dont Gn(p) repre´sente le mode`le nominal. Les
transfertWa2 ,Wa1 ,Wb2 ,Wb1 etWK designent les fonctions de ponde´rations permettant
la normalisation des incertitudes δK , δb2 , δb1 , δa2 et δa1 respectivement. D’apre`s le sche´ma
de la Figure 4.28, on constate trois formes d’incertitudes :
– incertitude a` forme multiplicative directe en entre´e δK ;
– incertitude a` forme additive δb2 et δb1 ;




δa2 0 0 0 0
0 δa1 0 0 0
0 0 δb2 0 0
0 0 0 δb1 0
0 0 0 0 δK

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Notre objectif est de trouver un correcteur H∞ stabilisant le syste`me boucle´ et












 infe´rieure a` 1 pour toute incertitude ∆ (‖∆‖∞ ≤ 1).
Afin de formuler le proble`me H∞, il est ne´cessaire de mettre le sche´ma de la Fi-
gure 4.28 sous la forme standard du proble`me de sensibilite´ mixte. Pour cela, en plus
des filtres W1 et W2, on utilise les fonctions de ponde´ration Wa2 , Wa1 , Wb2 , Wb1 et WK
sur les diffe´rents signaux de la boucle ferme´e. Le signal sur lequel on applique chaque
ponde´ration peut eˆtre de´termine´ a` partir de la condition de stabilite´ correspondante a`
chaque forme d’incertitude. Ces conditions sur la stabilite´ peuvent eˆtre obtenues selon
le the´ore`me du petit gain. Les conditions de stabilite´ des trois formes d’incertitude de
la Figure 4.28 sont donne´es par le Tableau 4.4 :
Table 4.4 – Condition de stabilite´ correspondante a` chaque forme d’incertitude.
Forme d’incertitude Condition de stabilite´
multiplicative inverse
en sortie δa2 et δa1
∥∥(1 + CGn)−1Wi∥∥∞ ≤ 1, (i ∈ {a2, a1})
additive δb2 et δb1
∥∥C(1 + CGn)−1Wi∥∥∞ ≤ 1, (i ∈ {b2, b1})
multiplicative directe
en entre´e δK
∥∥C(1 + CGn)−1GnWK∥∥∞ ≤ 1
D’apre`s le Tableau 4.4, les ponde´rationsWa2 etWa1 doivent eˆtre applique´es au signal
d’erreur ǫ (sortie de la fonction de sensibilite´ (1+CGn)
−1). Ainsi, on applique les filtres
Wb2 et Wb1 au signal de commande u (sortie du transfert C(1 + CGn)
−1), tandis que
la sortie du transfert C(1 + CGn)
−1Gn (la sortie du syste`me y) est ponde´re´e par la
ponde´ration WK . La mise en place des diffe´rentes fonctions de ponde´ration est illustre´e
sur le sche´ma-bloc de la Figure 4.30, dans lequel on conside`re un signal externe yc (signal























Figure 4.30 – Mise en place des ponde´rations.
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Afin de re´duire le nombre de signaux a` surveiller, nous trac¸ons sur la Figure 4.31, les
magnitudes des gabarits correspondants aux ponde´rations applique´es au signal d’erreur

































































Selon la comparaison des magnitudes illustre´e par la Figure 4.31, la synthe`se du
correcteur assurant la stabilite´ robuste et les performances peut se faire en utilisant
uniquement les filtres W1, W2, Wa2 , Wb1 et WK . Ceci nous a mene´ a` conside´rer le
sche´ma de la Figure 4.32-a qui peut se mettre sous la forme standard de la commande
H∞ donne´e par la Figure 4.32-b.
La transformation line´aire fractionnaire correspondante au sche´ma de la Figure 4.32-
b est donne´e par la matrice de transfert liant le vecteur des signaux ponde´re´s z au signal









ou` S = (1 + C∞Gn)
−1 est la fonction de sensibilite´.
Notre proble`me H∞ peut alors eˆtre de´fini ainsi :
Proble`me H∞ standard : P (p) e´tant donne´, trouver le correcteur C∞(p) stabilisant
le syste`me boucle´ et qui assure :
‖Fl(P,C∞)‖∞ ≤ γ (4.68)
ou` γ > 0 repre´sente un niveau de performance.













































Figure 4.32 – a : mise en place des ponde´rations. b : forme standard de commande H∞
Notons que toutes les fonctions de ponde´ration sont connues. Les calculs ont e´te´
effectue´s sous Matlab (”Robust Control Toolbox”). La structure du correcteur obtenu
est d’ordre 7 (4.69) dans lequelle 2 poˆles et 2 ze´ros stables sont identiques. La valeur
optimale de γ est 0.7522.
CH∞(p) =
4.079(p+ 2415)(p2 + 1571p+ 3.389× 107)(p2 + 232.6p+ 3.641× 107)2
(p+ 3.75)(p2 + 3316p+ 2.473× 107)(p2 + 232.6p+ 3.641× 107)2
(4.69)
Apre`s simplification des poˆles et des ze´ros stables identiques, CH∞(p) devient d’ordre
3 :
CH∞(p) =
4.079(p+ 2415)(p2 + 1571p+ 3.389× 107)
(p+ 3.75)(p2 + 3316p+ 2.473× 107)
(4.70)
Ce dernier correcteur a e´te´ teste´ sur les deux poutres de longueur L = 16mm et
L = 14mm. Les re´sultats expe´rimentaux obtenus sont trace´s sur la Figure 4.33.
D’apre`s la Figure 4.33, on constate que le cahier des charges n’est pas respecte´. Les
re´ponses expe´rimentales pre´sentent un de´passement de l’ordre de 7%. L’erreur statique
obtenue avec la poutre de longueur L = 16 mm est d’environ 1.5%, tandis que celle
obtenue avec l’autre poutre est pratiquement ne´gligeable. La condition sur le temps de
re´ponse est ve´rifie´e dans les deux cas. Le temps de re´ponse obtenu avec les deux poutres
est d’environ 6.4 ms.
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Figure 4.33 – Re´ponses expe´rimentales obtenues avec le correcteur CH∞
4.4.6 Conclusion et comparaison des re´sultats
Dans cette partie, nous comparons les performances apporte´es par les me´thodes de
commande par intervalles propose´es et les me´thodes habituelles de commande robuste
H∞ et µ−synthe`se. Cette comparaison est donne´e a` travers notre exemple traite´ lors de
ce chapitre, c’est a` dire un cas particulier de commande de poutres pie´zoe´lectriques de
longueur 14 mm ≤ L ≤ 16 mm. Pour cela, nous trac¸ons sur la Figure 4.34, les re´ponses
temporelles expe´rimentales obtenues avec les correcteurs CIPP (p) = C1(p) (4.35-a),
CIH∞(p) (4.52-b), CH∞(p) et Cµs(p), respectivement synthe´tise´s par la me´thode base´e
sur les the´ore`mes d’inclusion, par la me´thodeH∞ combine´e avec l’analyse par intervalles,
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Figure 4.34 – Comparaison des re´ponses temporelles obtenues avec les diffe´rents cor-
recteurs. a : poutre pie´zoe´lectrique de longueur L = 16 mm. b : poutre pie´zoe´lectrique
de longueur L = 14 mm.
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Une analyse harmonique de chacune des huit (quatre pour L = 16mm et quatre pour
L = 14 mm) boucles ferme´es a e´galement e´te´ effectue´e pour comparer les performances
apporte´es par chaque loi de commande. Les magnitudes expe´rimentales des diffe´rents
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Figure 4.35 – Comparaison des magnitudes expe´rimentales. a : poutre pie´zoe´lectrique
de longueur L = 16 mm. b : poutre pie´zoe´lectrique de longueur L = 14 mm.
Le Tableau 4.5 re´sume les diffe´rentes performances obtenues avec les correcteurs
imple´mente´s. Dans le Tableau 4.5, les parame`tres :
– tr5% indique le temps de re´ponse a` 5% ;
– D est le de´passement ;
– ǫ designe l’erreur statique ;
– BP est la bande passante a` −3 dB.
Table 4.5 – Performances de la boucle ferme´e re´alise´es par les quatres correcteurs.
Correcteur Poutre de longueur L = 16 mm Poutre de longueur L = 14 mm
tr5% D ǫ BP tr5% D ǫ BP
CIPP (p) 4 ms ≈ 0% 0% ≈ 170 Hz 4.7 ms ≈ 0% 0% 142 Hz
CIH∞(p) 5.2 ms ≈ 0% 0% 128 Hz 7 ms ≈ 0% 0% 67 Hz
CH∞(p) 6.2 ms ≈ 7% ≈ 1.5% 156 Hz 6.8 ms ≈ 6.7% ≈ 0% 134 Hz
Cµs(p) 15.6 ms 0% ≈ 2.12% ≈ 55 Hz 24.7 ms 0% ≈ 2.12% 41 Hz
D’apre`s le Tableau 4.5, les correcteurs synthe´tise´s en utilisant les me´thodes d’inter-
valles (CIPP (p) et CIH∞(p)) assurent les performances en termes de temps de re´ponse
(tr5% < 8 ms), de´passement (D ≈ 0) et erreur statique (ǫ → 0). Avec les correcteurs
CH∞(p) et Cµs(p), la stabilite´ de la boucle ferme´e est assure´e mais les performances sont
perdues vis-a`-vis de l’incertitude conside´re´e. De plus, les bandes passantes obtenues avec
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le correcteur CIPP (p) en utilisant les deux poutres sont plus larges que celles avec les
correcteurs CIH∞(p), CH∞(p) et Cµs(p).
Afin d’appre´cier les marges de stabilite´, on e´tudie l’allure des diagrammes de Bode des
transferts en boucle ouverte [Li](jw) = Ci(jw)[G](jw, [a], [b]). [G] repre´sente le mode`le
intervalle (4.17) tandis que Ci(p) ∈ {CIPP (p), CIH∞(p), Cµs(p), CH∞(p)} est le correc-
teur imple´mente´. L’analyse des marges de stabilite´ permet d’e´tudier la robustesse en
stabilite´ d’un asservissement. Nous de´terminons les marges de gain et de phase.
Nous trac¸ons les diagrammes de Bode des transferts intervalles [Li](p) correspondants
aux quatre correcteurs. Les re´sultats de simulation de [Li](p) en utilisant les quatre
correcteurs Ci(p) sont pre´sente´s sur la Figure 4.36. Le diagramme de Bode de chaque
transfert intervalle [Li](p) est trace´ en utilisant le diagramme de Bode de plusieurs
transferts inclus dans le transfert intervalle [Li](p) conside´re´. Les marges obtenues sont
regroupe´es dans le Tableau 4.6.
Table 4.6 – Marge de gain et marge de phase obtenues avec les diffe´rents correcteurs.
Correcteur Marge de gain (dB) Marge de phase (˚ )
CIPP (p) ∞ [97.4,101.3] a` w ∈ [400, 610] rad/s
CIH∞(p) ∞ [122.5,145.6] a` w ∈ [495, 965] rad/s
CH∞(p) ∞ ∞
Cµs(p) ∞ [92.6,93.5] a` w ∈ [160, 240] rad/s
Dans notre cas de commande de poutres pie´zoe´lectriques ayant des longueurs diffe´-
rentes, l’e´tude de la robustesse en stabilite´ et en performance montre que le correcteur
e´tabli par les me´thodes d’intervalles offre de meilleures qualite´s par rapport aux me´-
thodes habituelles de commande robuste H∞-standard et µ−synthe`se.
4.5 Conclusion
Ce chapitre a pre´sente´ la commande en de´flexion des poutres pie´zoe´lectriques avec les
mode´lisations ne´cessaires. Le comportement des poutres pie´zoe´lectriques e´tant hyste´re´-
tique dans le domaine (grande de´flexion) e´tudie´, il e´tait ne´cessaire de line´ariser d’abord
le mode`le obtenu. Cette line´arisation a e´te´ base´e sur l’inversion du mode`le de Bouc-
Wen de´crivant l’hyste´re´sis. Nous avons ensuite e´tabli un mode`le intervalle qui prend en
compte les incertitudes parame´triques lie´es a` la variation de la longueur d’un ensemble
de poutres. Puis, deux me´thodes de commande par intervalles ont e´te´ propose´es pour
commander la de´flexion. Ces dernie`res ont permis la de´rivation de correcteur d’ordre re´-
duit. La robustesse des correcteurs synthe´tise´s vis-a`-vis des incertitudes parame´triques
a e´te´ teste´e expe´rimentalement en utilisant deux poutres pie´zoe´lectriques de longueur
diffe´rentes. Les performances obtenues avec les deux me´thodes propose´es ont e´te´ com-






















































































































































































Figure 4.36 – Diagrammes de Bode des transfert en boucle ouverte. a : re´sultat de
simulation avec CIPP (p). b : simulation avec CIH∞(p). c : simulation avec Cµs(p). d :
simulation avec CH∞(p).
application de commande des poutres pie´zoe´lectriques, les re´sultats expe´rimentaux ob-
tenus avec la commande par intervalles sont meilleures par rapport a` ceux obtenus avec
les commandes H∞ et µ−synthe`se.
126 Chapitre 4
Chapitre 5




La re´alisation des taˆches de micromanipulation et de micro-assemblage ne´cessite
l’utilisation des pre´henseurs pour la saisie, le transport et le positionnement des micro-
objets. Durant la manipulation des micro-objets, en particulier les objets fragiles (cellules
biologiques, microcomposants optiques, etc), la commande uniquement en de´flexion des
actionneurs des pre´henseurs n’est pas suffisante. En fait, lorsque la force exerce´e sur
les micro-objets devient importante, elle peut engendrer un endommagement des ob-
jets manipule´s. Pour cela, la commande de la force applique´e par les actionneurs des
pre´henseurs sur les micro-objets est indispensable afin d’assurer le bon de´roulement de
la taˆche de micromanipulation et afin d’e´viter la destruction des objets manipule´s ou
inversement e´viter la destruction des actionneurs. Dans le cas de manipulation d’objets
par une micropince pie´zoe´lectrique (voir Figure 5.1), la premie`re poutre pie´zoe´lectrique
est commande´e en de´flexion, tandis que la seconde est commande´e en force pour assurer
le maintien du micro-objet et pour e´viter de l’endommager [Rak07b] [Rak07c].
Souvent,les objets a` manipuler sont de diffe´rents types et caracte´ristiques (dimen-
sions, proprie´te´s physiques, etc). E´galement il a e´te´ montre´ que le mode`le de force de´pend
des caracte´ristiques de l’objet [Rak07c] [Rak06b]. Chaque changement d’objet mani-
pule´ devrait donc eˆtre accompagne´ d’une nouvelle identification suivie d’une synthe`se
de correcteur pour assurer les performances voulues en force. Cependant, cela n’est pas
souhaitable a` cause du temps courronne´ et donc a` la faible production dans le cas de
micro-assemblage ou de micromanipulation de moyenne ou grande se´rie.
Dans ce chapitre, nous utilisons des objets ayant des souplesses 1 diffe´rentes. Pour
cela, nous introduisons l’analyse par intervalles pour caracte´riser la plage de variation de








: force de manipulationFm
Figure 5.1 – Une micropince manipulant un micro-objet.
la souplesse des objets utilise´s. Puis, nous proposons une me´thode de commande robuste
utilisant les techniques du calcul par intervalles. Afin d’illustrer notre approche, nous
donnons une application conside´rant deux objets de souplesses diffe´rentes. Nous nous
basons sur les techniques d’intervalles pour synthe´tiser un correcteur RST assurant la
robustesse vis-a`-vis des incertitudes lie´es a` la souplesse des objets utilise´s. Un correcteur
par µ-synthe`se est e´galement calcule´ pour commander la force en pre´sence de ces incer-
titudes. Base´e sur les re´sultats expe´rimentaux obtenus avec les correcteurs synthe´tise´s,
une comparaison des performances dans ce cas particulier est enfin pre´sente´e.
5.2 Mode´lisation par intervalles du transfert tension-force
La connaissance de la force exerce´e par une poutre pie´zoe´lectrique sur un micro-
objet permet de maˆıtriser la force afin d’e´viter tout endommagement ou destruction du
micro-objet manipule´. La synthe`se de loi de commande pour cette force de manipulation
ne´cessite un mode`le qui lie le signal de force et le signal de commande et qui prend en
compte les caracte´ristiques du micro-objet. La commande en boucle ferme´e ne´cessite
ensuite la mesure de la force. En effet, il est difficile d’inte´grer des capteurs de force
a` l’extre´mite´ des effecteurs du fait de leurs faibles dimensions. Pour cela, la solution
souvent utilise´e consiste a` estimer la force a` partir de la de´flexion de la poutre pie´zo-
e´lectrique et de la tension applique´e (Figure 5.2). Apre`s avoir mode´lise´, nous utilisons
un estimateur de force de´veloppe´ dans les travaux existants.
5.2.1 Mode`le non line´aire du transfert force-tension-de´flexion
Soit une poutre pie´zoe´lectrique manipulant un micro-objet comme indique´e sur la
Figure 5.3. Les variables conside´re´es sont comme suit :
– F est la force applique´e par la poutre pie´zoe´lectrique sur le micro-objet ;
– δ repre´sente la de´flexion de la poutre pie´zoe´lectrique ;
– U est la tension applique´e a` la poutre pie´zoe´lectrique.
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Figure 5.3 – Une poutre pie´zoe´lectrique manipulant un micro-objet.
Lorsque la poutre pie´zoe´lectrique est en contact avec le micro-objet, la relation non-
line´aire statique liant la force F , la de´flexion δ et la tension applique´e U s’exprime par
[Rak07b] [Rak07c] [Pon05] :
δ = Hs(U)− spF (5.1)
ou` sp > 0 est appele´e la susceptibilite´ e´lastique de la poutre pie´zoe´lectrique. Elle
correspond a` la souplesse de cette dernie`re. Hs(U) est l’ope´rateur mode´lisant l’hyste´re´sis
statique de la poutre pie´zoe´lectrique (4.3) de´fini au Chapitre 4. L’effet de la de´rive n’est
pas conside´re´ dans la relation (5.1).
Il a e´te´ de´montre´ dans [Had00a] [Rak06b] que la partie dynamique D(p) de (U, δ)
et celle de (F, δ) sont identiques :
δ = (Hs(U)− spF )D(p) (5.2)
tel que :
D(0) = 1 (5.3)
Apre`s avoir remplace´Hs(U) par le mode`le de Bouc-Wen de´ja` pre´sente´ au Chapitre 4,







∣∣∣∣ z − Cbw dUdt |z| (5.4)
ou` z est une variable interne d’hyste´re´sis. Les parame`tres Abw, Bbw et Cbw de´finissent
la forme de l’hyste´re´sis.
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5.2.2 Estimation de la force
Pour la commande, on a besoin d’un retour d’information sur la force de manipula-
tion. Cependant, nous ne disposons pas de capteur de force. Pour cela, nous effectuons
une estimation de la force comme pre´sente´e dans [Rak07d]. L’ensemble des e´quations















∣∣∣∣ z − Cbw dUdt |z| (5.5)
ou` F̂ est la force estime´e.
La pre´cision sur l’estimation de la force de´pend de la mode´lisation de l’hyste´re´sis.
De plus, cette estimation de force ne´cessite l’inversion de la partie dynamique D(p) qui
doit eˆtre bicausale et bistable 2.



























Figure 5.4 – Sche´ma-bloc d’estimation non-line´aire de la force.
5.2.3 Mode´lisation du transfert force-tension
Reprenons l’expression (5.2) de la de´flexion δ en fonction de la force F et de la
tension U . D’apre`s [Rak06b] [Rak07c], la de´flexion δ peut eˆtre exprime´e en fonction de
la force F et les caracte´ristiques du micro-objet :
δ ≈ soDo(p)F (5.6)
ou` so > 0 et Do(p) repre´sentent respectivement la souplesse (ou compliance) et la
partie dynamique du micro-objet manipule´.
2. D(p) est bicausale (resp. bistable) s’il est causal (resp. stable) et son inverse est e´galement causal
(resp. stable).
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Dans notre e´tude, on ne´glige la caracte´ristique dynamiqueDo(p) du micro-objet, c’est
a` dire Do(p) = 1. Cette hypothe`se est valable pour les micro-objets dont la masse est





Un mode`le line´aire liant la force applique´e par une poutre pie´zoe´lectrique au micro-
objet et la tension applique´e peut eˆtre obtenu en introduisant un ope´rateur inverse
d’hyste´re´sis statique. Soit Γ−1(.) un ope´rateur inverse de l’hyste´re´sis statique Hs(.), tel
que :
Γ−1(U)Hs(U) = dpyr (5.9)
ou` dp est le gain statique du transfert tension-de´flexion. Le signal de commande du
syste`me U devient yr (la nouvelle entre´e du syste`me line´aire).
La compensation d’hyte´re´sis par inversion du mode`le permet d’avoir le mode`le li-





Cette e´tude de compensation est celle pre´sente´e au Chapitre 4.
5.2.4 Mode`le intervalle line´aire
Lorsque les micro-objets manipule´s ont les meˆmes caracte´ristiques, le mode`le liant
la force et l’entre´e de commande reste inchange´ car so est similaire pour tous les objets.
Or, dans les applications de micromanipulation, les micro-objets manipule´s n’ont pas
force´ment les meˆmes caracte´ristiques ni ge´ome´triques ni physiques. Les parame`tres du
mode`le ne sont plus donc constants et leurs valeurs changent lors du changement de
type d’objet manipule´. Dans notre cas, lorsque la plage de compliance des micro-objets
manipule´s est connue, il est possible de repre´senter la valeur de so entre une borne
infe´rieure so et une borne supe´rieure so. La borne infe´rieure de´signe la compliance de
l’objet le plus rigide tandis que la borne supe´rieure de´finie la compliance de l’objet le
plus flexible. La plage de variation de la compliance ainsi obtenue peut eˆtre repre´sente´e
mathe´matiquement par un intervalle comme suit :
[so] = [so, so] (5.11)
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Enfin, afin d’avoir un mode`le tension-force qui prend en compte a` la fois les caracte´-
ristiques des micro-objets manipule´s et les incertitudes lie´es aux parame`tres de mode`les
des poutres pie´zoe´lectriques, on propose de borner par des intervalles e´galement le gain
statique dp, la susceptibilite´ e´lastique de la poutre pie´zoe´lectrique sp et la partie dyna-










ou` [K ′] = [dp] est le gian statique du mode`le intervalle line´aire tension-de´flexion.
5.2.5 E´criture du mode`le intervalle a` commander
Pour illustrer notre de´marche, nous utilisons deux objets de compliance connue. Ils
ont une structure de poutre comme indique´e sur la Figure 5.5 et sont conside´re´s comme
des e´talons au laboratoire. La premie`re poutre est rigide avec une compliance sor = 3.271
µm/mN , tandis que la seconde est flexible avec une compliance sof = 6.0748 µm/mN .
Ceci conduit a` fixer l’intervalle [so] :















Figure 5.5 – Une poutre pie´zoe´lectrique exerc¸ant une force sur un objet e´talon de
structure poutre.
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Dans cette partie, nous choisissons les meˆmes poutres utilise´es que celles dans la
commande en de´flexion au Chapitre 4, dont le mode`le tension-de´flexion [K ′][D](p) (4.16)
a de´ja` e´te´ identifie´ :

[K ′] = [0.45, 0.66]µm/V
[D](p) =
[d4]p
2 + [d3]p+ 1
[d2]p2 + [d1]p+ 1
=
[3.336, 3.533]× 10−8p2 + [1.679, 2.152]× 10−4p+ 1
[2.119, 3.374]× 10−8p2 + [4.607, 8.171]× 10−6p+ 1
(5.16)
tel que le transfert [K ′][D](p) de´crit le comportement dynamique d’une poutre pie´-
zoe´lectrique ayant une longueur 14mm ≤ L ≤ 16mm.
Apre`s avoir remplace´ les diffe´rents termes dans (5.14), on obtient le mode`le intervalle
final tension-force :





2 + [b1]p+ 1







[b2] = [d4] = [3.336, 3.533]× 10
−8









= [0.298, 1.123]× 10−4
(5.18)
De meˆme que le transfert tension-de´flexion, nous avons choisi d’e´tendre les para-
me`tres intervalles du mode`le (5.17) afin d’augmenter la marge de stabilite´ et d’e´largir
l’ensemble des objets a` manipuler. Chaque parame`tre du mode`le (5.17) a e´te´ e´largi de
10%. Finalement, le mode`le intervalle tension-force e´tendu que nous conside´rons pour
la synthe`se de la loi de commande est donne´ par :




[3.326, 3.542]× 10−8p2 + [1.655, 2.175]× 10−4p+ 1
[1.159, 6.311]× 10−8p2 + [0.256, 1.164]× 10−4p+ 1
(5.19)
5.3 Commande en force des poutres pie´zoe´lectriques
Dans cette partie, nous synthe´tisons des lois de commande permettant la commande
de la force applique´e par une poutre pie´zoe´lectrique sur un objet rigide et sur un autre
flexible telle que leur compliance est contenue dans l’intervalle [so] impose´ au § 5.2.5.
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La synthe`se du correcteur est base´e sur le mode`le intervalle de´fini dans (5.19). Afin de
de´river le correcteur, nous envisageons d’utiliser une me´thode base´e sur l’analyse par
intervalles et une autre me´thode de synthe`se robuste µ-synthe`se. Ensuite, dans le cadre
de notre exemple (incertitudes suppose´es sur la souplesse de l’objet et sur la longueur de
la poutre pie´zoe´lectrique), nous pre´sentons une comparaison des performances obtenues
avec les deux me´thodes. Nous conside´rons tout d’abord un cahier des charges pour la
synthe`se du correcteur.
5.3.1 Cahier des charges
Afin d’e´viter des difficulte´s en phase d’imple´mentation, le correcteur synthe´tise´ de-
vrait avoir un ordre suffisamment re´duit. Nous conside´rons le cahier des charges suivant
pour le calcul du correcteur :
– un de´passement nul ou ne´gligeable D% = 0 ;
– un temps de re´ponse tr5% ≤ 8 ms ;
– une erreur statique borne´e |ǫ| ≤ 1% ;
– le correcteur synthe´tise´ doit avoir un ordre suffisamment re´duit.
5.3.2 Commande RST par intervalles du transfert tension-force
L’objectif ici est de synthe´tiser un correcteur robuste de type RST assurant les exi-
gences du cahier des charges ci-dessus quelque soit le transfert tension-force a` l’inte´rieur
du mode`le intervalle [GF ](p, [a], [b]) (5.19). Le correcteur RST a e´te´ choisi en raison
de sa structure ge´ne´rale 3. La de´rivation du correcteur RST est base´e sur la me´thode
d’inclusion parame`tre par parame`tre de´ja` utilise´e au Chapitre 4 pour la de´flexion.
5.3.2.1 Principe
Soit un syste`me intervalle [G](s, [a], [b]) commande´ par un correcteur RST comme
indique´ sur la Figure 5.6. L’objectif consiste a` trouver les diffe´rents polynoˆmes [R], [S]















Figure 5.6 – Commande RST d’un syste`me intervalle.
3. Le correcteur PID est un cas particulier du correcteur RST lorsque R(s) = T (s) et R
S
= PID.
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De meˆme, le syste`me a` commander est de´crit par le transfert [G](s, [a], [b]) comme
suit :










ou` [a] = [[a0], ..., [an]], [b] = [[b0], ..., [bm]] et m ≤ n.
Comme la commande par intervalles donne la possibilite´ a` l’utilisateur de choisir
l’ordre du correcteur, la structure du correcteur RST peut eˆtre choisie de telle fac¸on
a` avoir un correcteur d’ordre suffisamment re´duit. On choisit un ordre 1 pour chaque
polynoˆme R, S et T comme suit :
[R](p) = [r1]p+ [r0]
[T ](p) = [t1]p+ [t0]
[S](p) = p
(5.21)
[t1], [t0], [r1], [r0] sont les parame`tres intervalles du correcteur. Le choix du polynoˆme
[S](p) = p permet d’avoir une action inte´grale dans le correcteur RST et donc d’assurer
l’annulation de l’erreur statique.
Remarque 5.1. Si le calcul du correcteur RST n’est pas faisable (le correcteur avec
la structure choisie n’assure pas les performances requises), on peut augmenter le degre´
de l’un ou des polynoˆmes [R], [S] and [T ] puis effectuer de nouveau la synthe`se du
correcteur.
Conside´rons un vecteur intervalle [θ] = [[t1], [t0], [r1], [r0]]. Selon la Figure 5.6, le
transfert en boucle ferme´e [Hcl](s, [a], [b], [θ]) peut eˆtre exprime´ en fonction du mode`le
intervalle (5.20) et du correcteur RST (5.21) :





Apre`s avoir remplace´ les diffe´rents polynoˆmes, [Hcl](p, [a], [b], [θ]) devient :


















(5.23) peut eˆtre re´e´crite sous la forme suivante :












ou` e = m + 1 and r = n + 1. Les vecteurs des parame`tres intervalles [q] et [w]
de´pendent des vecteurs [a], [b] et [θ].
Soit [H](p, [h], [x]) le mode`le intervalle de re´fe´rence de´crivant les performances re-
quises pour la boucle ferme´e. Ce dernier peut eˆtre de´fini comme suit :











Base´ sur le The´ore`me 2.6 de l’inclusion des performances pre´sente´ au Chapitre 2, le
proble`me de synthe`se du correcteur est formule´ comme suit :





∣∣∣∣ [wj ]([θ]) ⊆ [xj ], ∀j = 0, ...,m+ 1[qi]([θ]) ⊆ [hi], ∀i = 1, ..., n+ 1
}
(5.26)
De la meˆme fac¸on que dans la commande en de´flexion, ce proble`me peut eˆtre re´solu
en utilisant l’algorithme re´cursif (SIVIA) illustre´ par le Tableau 4.1.
5.3.2.2 Application a` une poutre pie´zoe´lectrique
Nous appliquons maintenant la me´thode pre´sente´e pour commander la force appli-
que´e par une poutre pie´zoe´lectrique sur des objets ayant des compliances a` l’inte´rieur
de l’intervalle so ∈ [3.271, 6.0748]µm/mN . Le mode`le utilise´ pour le calcul de l’ensemble
des parame`tres du correcteur est de´fini par la relation (5.19). Le syste`me intervalle en
boucle ferme´e peut eˆtre exprime´ par le transfert suivant :
[Hcl](p, [q], [w]) = [w0]
[w3]p
3 + [w2]p
2 + [w1]p+ 1
[q3]p3 + [q2]p2 + [q1]p+ 1
(5.27)
ou` les parame`tres intervalles qi et wj (pour i = 1, 2, 3 et j = 0, 1, 2, 3) sont en fonction
des parame`tres intervalles [a] et [b] du mode`le (5.19) et des parame`tres [θ] du correcteur
RST (5.21) :



























De meˆme que dans la commande en de´flexion (voir § 4.4.2.2), on de´rive le mode`le
intervalle de re´fe´rence a` partir du cahier des charges :
[H](p) = [Ke]
0.001[τ ]3p3 + 0.03[τ ]2p2 + 0.3[τ ]p+ 1
0.01[τ ]3p3 + 0.21[τ ]2p2 + 1.2[τ ]p+ 1
(5.29)
ou` les parame`tres intervalles [Ke] et [τ ] peuvent eˆtre calcule´s a` partir des perfor-
mances demande´es dans le cahier des charges suivant :
– [Ke] = 1 + ε = [0.99, 1.01],




Enfin, notre proble`me de commande consiste a` chercher l’ensemble Θ des parame`tres








⊆ 0.001[τ ]3 (inclusion 1)
[t1][b1]
[t0]




+ [b1] ⊆ 0.3[τ ] (inclusion 3)
[a2]/[K] + [r1][b2]
[r0]
⊆ 0.01[τ ]3 (inclusion 4)
[a1]/[K] + [r1][b1]
[r0]




+ [b1] ⊆ 1.2[τ ] (inclusion 6)
[t0]
[r0]
⊆ [Ke] (inclusion 7)

(5.30)
ou` D est le domaine de de´finition de θ (ou domaine de recherche a priori).
Comme notre objectif principal est de trouver au moins un correcteur RST qui assure
les performances du cahier des charges, on propose de re´soudre le proble`me (5.30) de la
manie`re suivante :
– l’inte´grateur utilise´ dans le correcteur RST n’est pas suffisant pour annuler l’erreur
statique a` cause de la structure des polynoˆmes [R] et [T ]. Pour cela, l’annulation
de l’erreur statique peut eˆtre re´alise´e en choisissant t0 = r0. Ce choix permet




– ensuite, on re´soud inde´pendamment les inclusions 4 a` 6 de (5.30). Ceci permet de
caracte´riser le sous-ensemble des parame`tres [r0] et [r1] ;
– enfin, la re´solution des trois premie`res inclusions en choisissant une valeur t0 = r0 a`
l’inte´rieur du sous-ensemble [r1]× [r0] ge´ne`re les valeurs admissibles du parame`tre
[t1].
Les inclusions 4 a` 6 de (5.30) de´pendent de deux parame`tres [r1] et [r0]. Soit Ωr0,r1
un sous-ensemble de´fini par :
Ωr0,r1 :=












+ [b1] ⊆ 1.2[τ ]

(5.31)
ou` D˜ est le domaine de de´finition des parame`tres r0 et r1.
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Ce dernier proble`me (5.31) donne´ en fonction de deux parame`tres [r0] et [r1] peut
eˆtre re´solu en utilisant l’algorithme de SIVIA. Avant d’appliquer cet algorithme, on
choisit un espace de recherche (pave´ initial) [r0]0 × [r1]0 = [5000, 10000]× [0.01, 10]. On
s’inte´resse ici a` la recherche de l’approximation inte´rieure Ωr0,r1 . La Figure 5.7 pre´sente
le sous-pavage correspondant a` quelques valeurs admissibles des parame`tres [r0] et [r1]
qui assurent les inclusions (5.31).
r 0
r1




















, la re´solution des trois premie`res inclusions de (5.30) revient a`
re´soudre un syste`me d’ine´galite´ line´aire de´fini par des inclusions suivantes :
[t][b2] ⊆ 0.001[τ ]
3
[t][b1] + [b2] ⊆ 0.03[τ ]
2
[t] + [b1] ⊆ 0.3[τ ]
(5.32)
Apre`s re´solution, on obtient l’intervalle [t] ve´rifiant les inclusions (5.32) :
[t] = [0, 5.352× 10−4] (5.33)
Un choix d’une valeur t0 = r0 ∈ Ωr0,r1 et d’une valeur t ∈ [0, 5.352 × 10
−4] permet
de calculer la valeur correspondante au parame`tre t1 selon la relation suivante :
t1 = t0t (5.34)
Enfin, on de´finit le sous-ensemble Γ ⊂ Θ correspondant aux parame`tres du correcteur
RST calcule´ comme suit :
Γ :=
{





Un choix arbitraire des parame`tres t1, t0, r0 et r1 a` l’inte´rieur de l’ensemble Γ ve´-
rifie les conditions de´finies dans (5.30). Le correcteur correspondant a` ce choix assure
les performances requises quelque soit la compliance de l’objet utilise´ a` l’inte´rieur de
l’intervalle so ∈ [3.271, 6.0748] µm/mN et quelque soit la longueur de la poutre pie´zo-
e´lectrique entre 14 mm et 16 mm. En imple´mentation, on choisit deux correcteurs point
RST quelconques dont leurs parame`tres appartienent a` l’ensemble calcule´ Γ :
C1(p) :






R2(p) = 4p+ 8500
S2(p) = p
T2(p) = 1.7p+ 8500
(5.36)
Afin d’avoir un correcteur causal, la structure de la boucle ferme´e illustre´e sur la
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Figure 5.8 – Syste`me intervalle commande´ par un correcteur RST.
Les deux actionneurs pie´zoe´lectriques de longueur L = 14 mm et L = 16 mm sont
commande´s en utilisant le correcteur C1(p) puis le correcteur C2(p). Chaque commande
d’actionneur est effecte´e en utilisant les deux objets (rigide et flexible). Ceci me`ne a`
effectuer huit expe´rimentations. Les re´sultats expe´rimentaux obtenus sont illustre´s sur les
Figures 5.9 et 5.10. D’apre`s ces dernie`res, on constate que les deux correcteurs assurent
des de´passements et des erreurs statiques ne´gligeables pour les huit expe´rimentations
effectue´es. Les temps de re´ponse obtenus sont regroupe´es dans le Tableau 5.1.
Table 5.1 – Temps de re´ponse obtenus avec les correcteurs C1(p) et C2(p).
Correcteur poutre avec L = 16mm poutre avec L = 14mm
objet rigide objet flexible objet rigide objet flexible
C1(p) 4.116ms 5.4ms 4.49ms 6.85ms
C2(p) 4.22ms 5.8ms 5.5ms 7.15ms
On a e´galement effectue´ une analyse de suivi de trajectoire. Pour cela, nous avons
choisi d’appliquer une trajectoire de re´fe´rence ale´atoire a` l’entre´e du syste`me boucle´ avec
le correcteur C1(p) en utilisant la poutre pie´zoe´lectrique de longueur L = 16mm. Cette
analyse a e´te´ effectue´e sur les deux objets (rigide et flexible). Les re´sultats expe´rimentaux


























Figure 5.9 – Re´sultats expe´rimentaux avec C1(p). a : re´ponses avec une poutre pie´-
zoe´lectrique de longueur L = 16mm. b : re´ponses avec une poutre pie´zoe´lectrique de
longueur L = 14mm.
objet rigide























Figure 5.10 – Re´sultats expe´rimentaux avec C2(p). a : re´ponses avec une poutre pie´-
zoe´lectrique de longueur L = 16mm. b : re´ponses avec une poutre pie´zoe´lectrique de
longueur L = 14mm.
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obtenus sont trace´s sur la Figure 5.11. D’apre`s les courbes de la Figure 5.11, on constate
que les erreurs entre le signal de re´fe´rence applique´ a` l’entre´e du syste`me boucle´ et le
signal de force en sortie sont pratiquement ne´gligeables. Ceci confirme que le correcteur
C1(p) assure un bon suivi de trajectoire pour les deux objets utilise´s.
F [mN]






















Figure 5.11 – Suivi de trajectoire en utilisant le correcteur C1(p). a : re´sultats avec
l’objet flexible. b : re´sultats avec l’objet rigide.
5.3.3 Commande en force par la µ-synthe`se
Dans cette partie, nous synthe´tisons un correcteur par la µ-synthe`se pour comman-
der la force applique´e par une poutre pie´zoe´lectrique (de longueur 14 mm ≤ L ≤ 16
mm) sur des objets ayant une souplesse so ∈ [3.271, 6.0748] µm/mN . Rappelons que le
comportement en force a de´ja` e´te´ de´crit par un mode`le intervalle [GF ](p, [a], [b]) (5.19).
Afin isoler les incertitudes parame´trique, on utilise le meˆme principe qu celui pre´sente´
au § 4.4.4.2. Le sche´ma du syste`me boucle´ avec les ponde´rations qu’on utilise ici est donne´
par la Figure 5.12 .

















































Figure 5.12 – Sche´ma de la boucle ferme´e avec les ponde´rations.
Les diffe´rentes incertitudes conside´re´es sont normalise´es −1 ≤ δ{K,b2,b1,a1,a2} ≤ 1. Les
transferts donne´s sur la Figure 5.12 sont de´finis comme suit :
Gn(p) = K̂
b̂2p
2 + b̂1p+ 1




â2p2 + â1p+ 1
Wa1(p) =
−α1p




â2p2 + â1p+ 1
Wb1(p) = K̂
β1p






tels que : 
K̂ = mid([K]) = 0.098
b̂2 = mid([b2]) = 3.4345× 10
−8
b̂1 = mid([b1]) = 1.915× 10
−4
â1 = mid([a1]) = 0.71× 10
−4
â2 = mid([a2]) = 3.735× 10
−8
η = rad([K]) = 0.048
β2 = rad([b2]) = 0.108× 10
−8
β1 = rad([b1]) = 0.26× 10
−4
α1 = rad([a1]) = 0.453× 10
−4
α2 = rad([a2]) = 2.5757× 10
−8
(5.38)
En partant du cahier des charges e´nonce´ au § 5.3.1, on propose d’appliquer un filtre






Le calcul du correcteur a e´te´ effectue´ sous Matlab (µ-Analysis ans Synthesis Toolbox )
en utilisant l’algorithme D-K ite´ration. Le correcteur obtenu correspond a` une valeur
optimale γ = 3.778 et a` une structure d’ordre 21. Le nume´rateur et le de´nominateur
de ce dernier posse`dent quatre poˆles et quatre ze´ros stables identiques qui peuvent eˆtre
simplifie´s. Apre`s avoir simplifie´ ces poˆles et ze´ros, le transfert du correcteur Cµs(p) est








1920p+ 9.831× 105)(p2 − 1306p+ 2.518× 106)(p2 + 2379p+ 2.363× 107)(p2 + 718.7p+
2.278× 107)(p2 + 660.1p+ 3.12× 107)(p2 + 2416p+ 3.283× 107).
Denc(p) = (p+ 1138)(p+ 273.6)(p+ 3.751)(p
2 + 1911p+ 9.142× 105)(p2 + 1009p+
2.644× 105)(p2 + 1824p+ 1.819× 107)(p2 + 4379p+ 2.408× 107)(p2 − 115.6p+ 2.324×
107)(p2 + 3514p+ 3.665× 107)(p2 + 544.6p+ 3.638× 107).
Malgre´ un ordre e´leve´ de 17, ce correcteur a e´te´ imple´mente´ en utilisant les deux
objets (flexible et rigide) et les deux poutres pie´zoe´lectriques de longueur L = 16mm et
L = 14mm. Les re´sultats obtenus sont trace´s sur la Figure 5.13.
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F [mN]
objet rigide















objet flexible objet flexible
Figure 5.13 – Re´sultats expe´rimentaux avec Cµs(p). a : re´ponses avec une poutre pie´-
zoe´lectrique de longueur L = 16mm. b : re´ponses avec une poutre pie´zoe´lectrique de
longueur L = 14mm.
D’apre`s la Figure 5.13, les comportements obtenus pre´sentent des de´passements non-
ne´gligeables, en particulier lorsque l’objet rigide est utilise´ (de´passement de l’ordre de
9.8%). Les temps de re´ponse re´alise´s par le correcteur Cµs(p) sont d’environ 4ms et 8ms
avec les deux objets flexible et rigide respectivement.
5.4 Comparaison des re´sultats expe´rimentaux
Dans cette partie, nous comparons les re´sultats expe´rimentaux obtenus avec les deux
me´thodes de commande pour commander des poutres pie´zoe´lectriques de longueur com-
prise entre 14 mm et 16 mm et/ou des objets manipule´s de souplesse so ∈ [3.271, 6.0748]
µm/mN . La loi de commande RST synthe´tise´e par intervalles assure les performances
du cahier des charges en terme de de´passement, temps de re´ponse et erreur statique
vis-a`-vis des incertitudes parame´triques conside´re´es sur la poutre pie´zoe´lectrique et vis-
a`-vis de la compliance des objets utilise´s. Les temps de re´ponse et les erreurs statiques
obtenus avec la commande robuste µ−synthe`se sont respecte´s mais les re´ponses a` un
e´chelon pre´sentent un de´passement. Les performances temporelles (temps de re´ponse
tr5%, de´passement D% et erreur statique ǫ) re´alise´es par les correcteurs imple´mente´s
sont regroupe´es dans le Tableau 5.2.
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Table 5.2 – Performances de la boucle ferme´e re´alise´es par les correcteurs C1 et C2
calcule´s par intervalles et le correcteur Cµ de la µ-synthe`se.
Me´thode Correcteur objet Poutre L = 16 mm Poutre L = 14 mm
tr5% D ǫ tr5% D ǫ
intervalle
C1(p)
rigide 4.12 ms ≈ 0% 0% 4.49 ms ≈ 0% 0%
flexible 5.4 ms ≈ 0% 0% 6.85 ms ≈ 0% 0%
C2(p)
rigide 4.22 ms ≈ 0% 0% 5.5 ms ≈ 0% 0%
flexible 5.8 ms ≈ 0% 0% 7.15 ms ≈ 0% 0%
µ-synthe`se
Cµs(p)
rigide 8 ms 9.6% 0% 8.2 ms 9.8% 0%
flexible 3.69 ms 3.7% 0% 5.11 ms 4.6% 0%
Nous avons e´galement effectue´ une analyse harmonique des diffe´rentes boucles fer-
me´es en utilisant les correcteurs C1(p), C2(p) et Cµs(p). Nous nous limitons dans cette
analyse au cas d’une poutre pie´zoe´lectrique ayant une longueur L = 16mm. Les Fi-
gures 5.14 et 5.15 pre´sentent les magnitudes expe´rimentales obtenues en utilisant les






























C   (p)µs
Figure 5.14 – Magnitudes expe´rimentales des syste`mes en boucle ferme´e obtenues avec
l’objet rigide.
D’apre`s la Figure 5.14, lorsque l’objet rigide est utilise´, les bandes passantes obtenues
avec les correcteurs C1(p), C2(p) et Cµs(p) sont de 231Hz, 397Hz et 300Hz respecti-
vement. Ainsi, un pic obtenu avec le correcteur Cµs(p) et qui de´passe 0dB se trouve a`
200Hz. En utilisant l’objet flexible (Figure 5.15), le correcteur Cµs(p) offre une meilleure
bande passante (200Hz), tandis que les bandes passantes obtenues avec les deux correc-































C   (p)µs
Figure 5.15 – Magnitudes expe´rimentales des syste`mes en boucle ferme´e obtenues avec
l’objet flexible.
5.5 Conclusion
L’e´tude mene´e dans ce chapitre a e´te´ consacre´e a` la commande en force applique´e
par une poutre pie´zoe´lectrique sur des micro-objets. Cette commande en force est ne´-
cessaire afin de re´ussir la taˆche de micromanipulation et afin d’e´viter la destruction des
objets manipule´s. Durant la mode´lisation pour la commande, nous avons vu que le mo-
de`le tension-force de´pend des caracte´ristiques du micro-objet manipule´ et du mode`le
tension-de´flexion des poutres pie´zoe´lectriques. Les techniques du calcul par intervalles
ont e´te´ introduites pour caracte´riser la plage de variation des caracte´ristiques des micro-
objets et des caracte´ristiques dimensionnelles de la poutre pie´zoe´lectrique. Ceci a permi
d’e´tablir un mode`le a` parame`tres intervalles. Ensuite, nous avons propose´ une me´thode
de synthe`se d’un correcteur RST en utilisant l’inclusion parame`tre par parame`tre. Nous
avons e´galement teste´ une loi de commande µ-synthe`se pour controˆler la force de ma-
nipulation. La structure du correcteur RST intervalle est plus simple et d’ordre re´duit
par rapport a` celle de la commande µ-synthe`se. Dans le cadre de cette application, une
comparaison des deux me´thodes de commande a e´te´ pre´sente´e a` la fin du chapitre. Il a
e´te´ montre´ que les performances voulues en force sont atteintes avec le correcteur RST.
La commande µ−synthe`se assure toujours la stabilite´ mais pas les performances.
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Chapitre 6
Application a` la commande
hybride d’une micropince
6.1 Introduction
Les taˆches de prise-de´pose (pick-and-place) sont couramment utilise´es dans les ap-
plications de micromanipulation et de micro-assemblage. La micropince pie´zoe´lectrique
a` deux effecteurs est l’un des syste`mes les plus utilise´s pour re´aliser ces taˆches. Afin de
re´aliser la taˆche de prise-de´pose au mieux, nous souhaitons controˆler en position et en
force la prise du micro-objet. Pour cela, un actionneur de la micropince est commande´
en de´flexion, tandis que l’autre est commande´ en force [Rak07b] (voir Figure 6.1). Ce
chapitre porte dans un premier temps sur la re´alisation d’une micropince base´e sur des
poutres pie´zoe´lectriques dimensionne´es. Ensuite, nous donnons les mode`les intervalles
de de´flexion et de force en suivant les meˆmes e´tapes de mode´lisation pre´sente´es aux
Chapitres 4 et 5. Pour la commande de la micropince, nous synthe´tisons pour chaque
poutre pie´zoe´lectrique une loi de commande par intervalles en utilisant les me´thodes pro-
pose´es aux chapitres pre´ce´dents. Nous effectuons par la suite des expe´rimentations avec
les correcteurs calcule´s. Enfin, nous pre´sentons une commande hybride de la micropince













Figure 6.1 – Micropince pie´zoe´lectrique.
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6.2 De´veloppement de la micropince
Notre objectif est de concevoir une structure microrobotique a` base d’actionneurs
pie´zoe´lectriques capables de re´aliser des taˆches de prise-de´pose. Il s’agit d’une micropince
faite de deux actionneurs de serrage identiques et a` fonctionnement inde´pendant. Les
actionneurs formant notre micropince sont des unimorphes pie´zoe´lectriques (Figure 6.2).
Les dimensions de ces actionneurs sont L×w×h = 18 mm× 2 mm× 0.3 mm obtenues
apre`s un dimensionnement (voir Section 3.4). Les mate´riaux constituant leurs couches




Figure 6.2 – Photographie d’unimorphes pie´zoe´lectriques.
Pour la re´alisation de notre micropince, on propose de coller deux unimorphes pie´-
zoe´lectriques similaires sur un circuit imprime´ double face comme indique´ sur la Fi-
gure 6.3-a. Le collage est fait en utilisant la colle conductrice ”EPO-TEK H22” de la
socie´te´ Physike Instrumente pour faciliter les connections e´lectriques. Chaque action-
neur pie´zoe´lectrique de la micropince peut eˆtre commande´ inde´pendamment de l’autre.












Figure 6.3 – a : structure de la micropince a` base d’actionneurs pie´zoe´lectriques. b :
prototype de notre micropince pie´zoe´lectrique.
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La micropince fabrique´e posse`de un e´cart (gap) de 350 µm entre ses deux action-
neurs pie´zoe´lectriques, ce qui permet de manipuler des objets de natures diffe´rentes
dans une large gamme de dimension. De plus, des organes terminaux peuvent eˆtre fixe´s
a` l’extre´mite´ des actionneurs dans le but d’adapter la forme de la zone de prise avec les
caracte´ristiques des objets. Lorsque des tensions positives ou ne´gatives sont applique´es
aux actionneurs pie´zoe´lectriques, la micropince s’ouvre ou se ferme autour de sa position
initiale permettant ainsi la prise-de´pose de l’objet manipule´. Afin d’ame´liorer les perfor-
mances des taˆches, on se propose de commander chaque actionneur. Cette commande a
e´te´ e´tudie´e dans le Chapitre 4 pour l’actionneur utilise´ en de´flexion et dans le Chapitre 5
pour l’actionneur utilise´ en force. Dans ce Chapitres 6, nous e´tudions la supervision des
deux actionneurs pour effectuer une taˆche comple`te.
6.3 Mode´lisation et commande de la micropince
6.3.1 Mode´lisation de la micropince
Il existe deux approches permettant la mode´lisation des micropinces. La premie`re
approche consiste a` utiliser une matrice de transfert liant les deux tensions Uδ et UF
applique´es aux actionneurs, la sortie de´flexion δ et la sortie force F (voir Figure 6.4-a).
Ce mode`le conside´re´ comme multivariable, de´crit de manie`re plus pre´cise le compor-
tement de la micropince, en particulier le couplage entre ces diffe´rentes variables. En
effet, ce dernier prend en compte l’influence de la de´flexion d’un actionneur sur celle de
l’autre. L’utilisation d’un correcteur multivariable permet donc de garantir des perfor-
mances robustes. Cependant, cet type de mode´lisation est complexe, car il ne´cessite une
connaissance pre´cise des couplages entre les actionneurs. La seconde approche est base´e
sur la mode´lisation de chaque actionneur pie´zoe´lectrique inde´pendamment de l’autre
[Rak07b] (voir Figure 6.4-b). Pour cela, un actionneur est mode´lise´ en de´flexion, tan-
dis que l’autre est mode´lise´ en force. L’avantage de cette approche est la simplicite´ de
de´rivation des deux mode`les. Les perturbations dues a` l’influence de la de´flexion d’un
actionneur sur celle de l’autre peuvent eˆtre rejete´es par les correcteurs robustes utilise´s.
Dans notre e´tude, on utilise la seconde approche a` cause de sa simplicite´ et la de´rivation
facile des lois de commande. Par ailleurs, les synthe`ses de lois de commande pour ces














Figure 6.4 – a : micropince mode´lise´e par un syste`me multivariable. b : micropince
mode´lise´e par deux syste`mes monovariables inde´pendants.
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6.3.1.1 Mode`le intervalle tension-de´flexion
Les deux actionneurs pie´zoe´lectriques constituants la micropince e´tant similaires,
nous ne ferons qu’un seul mode`le intervalle de´crivant le comportement tension-de´flexion
des deux actionneurs. Une loi de commande base´e sur ce mode`le intervalle permet d’as-
surer le comportement voulu en de´flexion pour les deux actionneurs. La de´rivation du







Figure 6.5 – Actionneur pie´zoe´lectrique d’un micropince.
Apre`s avoir effectue´ les calculs, nous obtenons le mode`le intervalle [Gδ](p) de´crivant
le comportement tension-de´flexion des deux actionneurs de la micropince :
[Gδ](p) = [1.0735, 1.2165]
[1.399, 1.421]× 10−4p+ 1
[5.942, 7.088]× 10−8p2 + [5.276, 5.904]× 10−6p+ 1
(6.1)
6.3.1.2 Mode`le intervalle tension-force
Le mode`le intervalle tension-force peut eˆtre de´rive´ en se basant sur la mode´lisation
de´taille´e au Chapitre 5. La Figure 6.6 pre´sente un actionneur pie´zoe´lectrique exerc¸ant







Figure 6.6 – Un actionneur pie´zoe´lectrique poussant un objet.
Nous choisissons ici de manipuler deux objets ayant des souplesses diffe´rentes. Nous
conside´rons comme objets, une re´sistance CMS (objet rigide) de souplesse ne´gligeable
et un objet en polystyre`ne (objet souple) ayant une souplesse d’environ 3.738 µm/mN
(voir Figure 6.7). L’e´paisseur des deux objets est d’environ 350 µm.




Figure 6.7 – Les objets a` manipuler.
Dans un objectif d’avoir un intervalle de souplesse ayant une largeur re´duite, nous
utilisons la souplesse de la poutre pie´zoe´lectrique a` la place de la celle de l’objet rigide.
Ceci est valable tant que la souplesse de l’objet manipule´ est infe´rieure a` celle de la
poutre pie´zoe´lectrique. En fait, lorsqu’un objet rigide est pris par une micropince, la force
applique´e par un actionneur est transfe´re´e directement par le biais de l’objet rigide vers
l’autre actionneur de la micropince. Dans ce cas, on manipule une poutre pie´zoe´lectrique
au lieu de l’objet rigide. Pour cela, la borne infe´rieure de [so] est la meˆme que la souplesse
de la poutre pie´zoe´lectrique. La souplesse des deux poutres pie´zoe´lectriques est sp = 1.93
µm/mN . L’intervalle de la souplesse devient donc :
[so] = [1.93, 3.738] µm/mN (6.2)
Enfin, le mode`le intervalle tension-force que nous utilisons pour la conception de la
loi de commande en force est comme suit :
[GF ](p) = [0.1825, 0.308]
[1.399, 1.421]× 10−4p+ 1
[1.865, 6.8]× 10−8p2 + [4.935, 7.778]× 10−5p+ 1
(6.3)
6.3.2 Synthe`se des lois de commande
La commande de la micropince ne´cessite le calcul de deux correcteurs assurant des
performances pour la de´flexion et pour la force de manipulation. Pour cela, la synthe`se
des deux correcteurs est base´e sur l’une des me´thodes de commande par intervalles
pre´sente´es aux chapitres pre´ce´dents.
6.3.2.1 Commande en deflexion
Conside´rons le sche´ma de la Figure 6.8, dans lequel la de´flexion d’un actionneur pie´-
zoe´lectrique ayant un mode`le tension-de´flexion a` l’inte´rieur du mode`le intervalle [Gδ](p)















Figure 6.8 – Commande en de´flexion d’un actionneur pie´zoe´lectrique.
En utilisant la me´thode de commande base´e sur les the´ore`mes d’inclusion (voir
Chapitre 4), nous synthe´tisons un correcteur Cδ(p) qui assure pour le mode`le tension-
de´flexion [Gδ](p), le cahier des charges suivant :
– de´passement ne´gligeable,
– temps de re´ponse tr5% ≤ 20 ms,
– erreur statique borne´e |ǫ| ≤ 1%.
Le calcul me`ne a` un correcteur intervalle [C](p), dans lequel, nous choisissons un





6.3.2.2 Commande en force
Le sche´ma concernant la commande en force est donne´ par la Figure 6.9. Le compor-
tement en force a e´te´ de´crit par un mode`le intervalle tension-force [GF ](p) de´fini dans















Figure 6.9 – Sche´ma de principe de la commande en force.
De meˆme, nous avons conc¸u un autre correcteur CF (p) pour commander la force de
manipulation en utilisant la me´thode d’inclusion pre´sente´e au Chapitre 4. Ce correcteur
permet d’assurer le cahier des charges suivant :
– de´passement ne´gligeable ;
– temps de re´ponse tr5% ≤ 8 ms ;
– erreur statique borne´e |ǫ| ≤ 1%.
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Nous avons choisi un temps de re´ponse plus rapide qu’en de´flexion afin d’assurer
toujours le maintien de l’objet entre les deux actionneurs de la micropince. En d’autres
termes, si une consigne de de´flexion est applique´e, la loi de commande en force doit re´agir
d’une manie`re plus rapide par rapport a` celle du syste`me de de´flexion afin d’e´viter un
relaˆchement de l’objet.





Remarque 6.1. Comme nous avons utilise´ un mode`le(intervalle) pour les deux ac-
tionneurs pie´zoe´lectriques de la micropince, chacun de ceux-ci peut eˆtre commande´ in-
diffe´remment en de´flexion ou en force en utilisant les deux correcteurs (6.4) et (6.5)
respectivement.
6.3.3 Commande de la micropince
6.3.3.1 Mate´riels mis en œuvre
Les mate´riels et logiciels d’expe´rimentation (Figure 6.10) sont compose´s de :
– la micropince et son support ;
– deux capteurs optiques de re´solution 10 nm utilise´s pour la mesure des de´flexions
des deux actionneurs pie´zoe´lectriques de la micropince ;
– deux amplificateurs de tensions pouvant fournir ±200 V ;
– une carte dSPACE et un PC avec le logiciel Matlab/Simulink permettent l’acqui-







Figure 6.10 – Sche´ma de l’installation.
Les deux lois de commande synthe´tise´es pre´ce´demment ont e´te´ imple´mente´es. La
Figure 6.11 montre le sche´ma de principe de l’expe´rimentation [Rak07b] [Rak11c].
Comme il n’existe pas de capteur de force ade´quat, on utilise la meˆme structure de
l’estimateur de force pre´sente´ au Chapitre 5.
estimateur
de force












Figure 6.11 – Sche´ma de principe de la commande de la micropince pie´zoe´lectrique.
Afin de montrer la robustesse des correcteurs utilise´s, nous avons re´alise´ deux re´gu-
lations : une re´gulation en de´flexion et une re´gulation en force. Rappelons que toutes les
expe´rimentations ont e´te´ faites en utilisant les deux types d’objets indique´s pre´cedem-
ment : la re´sistance CMS et l’objet polystyre`ne.
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La taille de ces objets est approximativement 350 µm, ce qui rend les e´carts (∆δi ≈ 0)
entre les actionneurs et l’objet a` manipuler ne´gligeables (voir Figure 6.12). Ceci permet







Figure 6.12 – E´carts ∆δi entre les actionneurs et les extre´mite´s de l’objet.
6.3.3.2 Re´gulation en de´flexion
Apre`s avoir imple´mente´ les deux correcteurs (6.4) et (6.5) en utilisant la re´sistance
CMS comme objet a` manipuler, on obtient les re´sultats illustre´s sur la Figure 6.13. Dans
l’e´tat initial, la de´flexion et la force sont nulles. Puis, a` l’instant t = 42ms, un e´chelon de
de´flexion d’amplitude 20 µm est applique´ a` l’entre´e δc. Un effet est observe´ sur la re´ponse
en force mais ce dernier est rapidement rejete´. Ensuite, une se´rie d’e´chelons en force est
applique´e a` l’entre´e Fc. De meˆme, a` chaque e´chelon en force applique´, on constate une
influence sur la de´flexion de manipulation mais avec des amplitudes diffe´rentes. Ceci est
duˆ au changement du point de fonctionnement lors de la commande en force. Les effets
observe´s sur la re´ponse de de´flexion ont e´te´ rapidement rejete´s par le correcteur Cδ(p)
pour la de´flexion. Enfin, a` l’instant t = 540 ms la consigne de de´flexion est remise a`
ze´ro. L’influence de la de´flexion sur le comportement de la force est conside´rable (une
variation d’environ 2.5 mN) a` cause du mode`le utilise´ qui ne prend pas en compte le


























Figure 6.13 – Re´gulation en de´flexion avec l’objet rigide (re´sistance CMS). a : re´ponse
en de´flexion. b : re´ponse en force.
Afin d’e´valuer les re´ponses temporelles, un zoom est re´alise´ sur chaque sortie (voir la
Figure 6.14). On constate d’apre`s la Figure 6.14 que les exigences du cahier des charges
(performances souhaite´es en de´flexion et en force) sont respecte´es. En effet, les temps de
re´ponse obtenus sont respectivement d’environ 14.4 ms et 4.1 ms pour la de´flexion et
pour la force. Enfin, les de´passements et les erreurs statiques obtenus sont ne´gligeables.




































Figure 6.14 – a : zoom re´alise´ sur la re´ponse de de´flexion. b : zoom re´alise´ sur la re´ponse
de force.
On re´alise maintenant les meˆmes expe´rimentations que pre´ce´demment avec l’objet
souple (polystyre`ne). Les re´sultats obtenus sont trace´s sur la Figure 6.15. On remarque
que les deux correcteurs ont joue´ leur roˆle en termes de performances et de rejet de
perturbation. L’amplitude des pics observe´s sur la de´flexion lors de l’application d’une
se´rie d’e´chelons en force est faible (infe´rieure a` 1 µm). Ceci peut eˆtre traduit par un
faible couplage du transfert force-de´flexion. Par contre, l’influence de la de´flexion sur la
force est significative (2 mN) car le couplage du transfert de´flexion-force est important.
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Figure 6.15 – Re´gulation en de´flexion avec l’objet souple (polystyre`ne). a : re´ponse en
de´flexion. b : re´ponse en force.
Pour analyser les performances des syste`mes boucle´, nous effectuons un zoom sur
les re´ponses de la Figure 6.15. Dans ce cas de manipulation d’objet souple, les deux
correcteurs utilise´s assurent les performances voulues pour la de´flexion et pour la force
(voir Figure 6.16). En effet, les temps de re´ponse obtenus sont de 16.3 ms et de 4.1
ms pour la commande en de´flexion et pour la commande en force respectivement. Les
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Figure 6.16 – a : zoom re´alise´ sur la re´ponse de de´flexion. b : zoom re´alise´ sur la re´ponse
de force.
6.3.3.3 Re´gulation en force
Nous conside´rons maintenant la variation de la de´flexion comme une perturbation.
Les re´sultats obtenus avec l’objet rigide (re´sistance CMS) sont pre´sente´s sur la Fi-
gure 6.17. La de´flexion et la force applique´e a` la re´sistance CMS sont initialement nulles
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(position de repos). A` l’instant t = 96 ms, nous avons applique´ une consigne de force
d’amplitude 5 mN . Cette force est transfe´re´e par le biais de l’objet vers l’actionneur
commande´ en de´flexion. Ceci engendre une petite variation (1.5 µm) sur la de´flexion
qui est rapidement rejete´e (voir la Figure 6.17-b). Ensuite, une succession d’e´chelons
ne´gatifs et positifs est applique´e a` l’entre´e de´flexion δc. D’apre`s la Figure 6.17-a, un
effet est observe´ sur le comportement en force. Bien que l’amplitude des e´chelons en
de´flexion applique´s (entre les instants 396 ms et 846 ms) est la meˆme, les pics obser-
ve´s sur la re´ponse de la force sont diffe´rents. Ceci est duˆ au changement du point de
fonctionnement. Lorsque l’amplitude de la de´flexion devient grande, l’effet sur la force
est significatif. Ceci est constate´ particulie`rement aux instants 245.8 ms et 995.8 ms. Le
correcteur CF (p) a joue´ son roˆle en re´agissant rapidement et rejetant les perturbations.
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Figure 6.17 – Re´gulation en force avec l’objet rigide (re´sistance CMS). a : re´ponse en
de´flexion. b : re´ponse en force.
Pour analyser les performances temporelles, un zoom est effectue´ sur les courbes de
la Figure 6.17. Les comportements obtenus en de´flexion et en force correspondent bien
au cahier des charges. En effet, les temps de re´ponse re´alise´s par les deux actionneurs
commande´s sont respectivement de 13.7 ms et de 3.8 ms et les erreurs statiques tendent
vers ze´ro.
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Figure 6.18 – a : zoom re´alise´ sur le comportement en force. b : zoom re´alise´ sur le
comportement en de´flexion.
On a e´galement effectue´ une re´gulation en force en utilisant l’objet de polystyre`ne.
Les re´sultats expe´rimentaux obtenus sont trace´s sur la Figure 6.19. Au repos, la de´flexion
et la force sont nulles. A` l’instant 82.4 ms, un e´chelon en force d’amplitude 5 mN est
applique´ a` l’entre´e Fc. Cela a engendre´ une variation sur la de´flexion de l’autre actionneur
qui est rapidement rejete´e par le correcteur Cδ(p). Ensuite, une se´rie d’e´chelons positifs
et ne´gatifs en de´flexion est applique´e a` l’entre´e δc. De meˆme, cela influence la sortie de
la force. L’ordre de grandeur de la variation de la force de´pend de l’amplitude d’e´chelon
en de´flexion applique´. En effet, plus l’amplitude d’e´chelon en de´flexion est grande, plus
l’effet sur la sortie de la force est significatif. Cela est constate´ en particulier aux instants
232.4 ms et 982.4 ms ou` une chute de la force d’environ 2 mN est observe´e avant que
le correcteur CF (p) re´agisse et reje`te la perturbation. Enfin, la force et la de´flexion sont
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Figure 6.19 – Re´gulation en force avec l’objet souple (polystyre`ne). a : re´ponse en
de´flexion. b : re´ponse en force.
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La Figure 6.20 pre´sente les re´ponses en de´flexion et en force apre`s avoir effectue´ un
zoom sur les courbes de la Figure 6.19. D’apre`s la Figure 6.20, le cahier des charges
est respecte´. En effet, les de´passements et les erreurs statiques sont pratiquement ne´gli-
geables. Les temps de re´ponse obtenus sont 3.2 ms et 16.9 ms pour les comportements
en force et en de´flexion respectivement.






























Figure 6.20 – a : zoom re´alise´ sur le comportement en force. b : zoom re´alise´ sur le
comportement en de´flexion.
6.4 Re´alisation d’une taˆche de prise-de´pose avec la micro-
pince
Notre objectif dans cette partie est de re´aliser des taˆches de prise-de´pose (pick-and-
place) automatise´es. Les objets manipule´s posse`dent une taille strictement infe´rieure
au gap de la micropince (voir Figure 6.12). On utilise toujours les deux correcteurs
synthe´tise´s pre´ce´demment Cδ(p) et CF (p). Par la suite, on adopte les notations Pδ et
PF pour identifier respectivement l’actionneur commande´ en de´flexion et l’actionneur
commande´ en force.
6.4.1 Se´quence d’une taˆche de prise-de´pose
Une taˆche de prise-de´pose se de´roule selon la se´quence de la Figure 6.21.













Figure 6.21 – De´roulement d’une taˆche de prise de´pose.
Cette se´quence peut eˆtre de´taille´e ci-dessous en conside´rant chaque taˆche e´le´mentaire
comme une e´tape :
E´tape 1 : position initiale(repos).
Les deux actionneurs pie´zoe´lectriques de la micropince sont initialement a` leur po-
sition de repos, durant laquelle l’objet se trouve entre ceux-ci mais sans contact. Dans
cette e´tape, les sorties de de´flexion et de force sont nulles, c’est a` dire δ = 0 et F = 0.
Les valeurs des de´flexions et des forces donne´es par la suite se refe`rent a` ces valeurs de
repos.
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E´tape 2 : approche.
Les deux actionneurs pie´zoe´lectriques s’approchent et s’arreˆtent jusqu’au contact
de l’objet. L’approche des deux actionneurs vers l’objet est effectue´e en comandant
l’actionneur Pδ en de´flexion et l’actionneur PF en force. La consigne en de´flexion, note´e
δap a` appliquer a` l’actionneur Pδ est l’e´cart entre l’actionneur Pδ et l’objet. Or, cet
e´cart est ge´ne´ralement inconnu. Lorsque la position de l’objet est connue (l’objet est
ge´ne´ralement positionne´ au milieu du gap), la consigne δap peut eˆtre de´termine´e a` partir
de la taille de l’objet et le gap de la micropince. Pour assurer le contact de l’actionneur
PF avec l’objet, une force de faible amplitude, note´e Fap est applique´e comme consigne
pour l’actionneur PF . L’e´tape approche est souvent re´alise´e en utilisant des consignes
en de´flexion et en force en rampe jusqu’a` la valeur souhaite´e (voir Figure 6.22), ce qui











Figure 6.22 – Consigne en rampe j’usqu’a` une valeur souhaite´e.
E´tape 3 : prise.
Lorsque les deux sorties atteignent leurs consignes a` une erreur statique pre`s, c’est a`
dire |δ − δap| ≤ ǫδ et |F − Fap| ≤ ǫF , une force de saisie donne´e´, note´e Fpr est applique´e
a` l’entre´e du syste`me boucle´ avec l’actionneur PF afin de re´aliser une prise de l’objet
tandis que l’autre actionneur (Pδ) est toujours re´gule´ en de´flexion pour garder sa position
d’e´quilibre δap.
E´tape 4 : positionnement.
Une fois la force de prise F souhaite´e est atteinte a` une erreur statique pre`s, c’est
a` dire |F − Fpr| ≤ ǫF , l’actionneur Pδ est commande´ en position afin d’effectuer un
transport de l’objet a` un lieu de de´pose. La consigne de de´flexion utilise´e ici est note´e
δpo. L’actionneur PF est toujours re´gule´ en force pour assurer le maintien de l’objet.
E´tape 5 : de´pose.
Lorsque la de´flexion de l’actionneur Pδ arrive a` la position de de´pose (a` une er-
reur statique pre`s |δ − δpo| ≤ ǫδ), une consigne en de´flexion δdp = 0 et une consigne
en force Fdp = 0 sont applique´es aux syste`mes boucle´s avec les actionneurs Pδ et PF
respectivement. Ceci permet l’e´cartement des deux actionneurs afin de relaˆcher l’objet
maintenu.
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6.4.2 Repre´sentation de la se´quence par automate hybride
Tout syste`me impliquant des phe´nome`nes continus et discrets (ou e´ve´nementiel) peut
eˆtre vu comme un syste`me dynamique hybride. Dans notre e´tude, la se´quence de prise-
de´pose ainsi que les syste`mes continus boucle´s peuvent eˆtre facilement repre´sente´s par
un automate hybride [Hen98]. Il est donc ne´cessaire d’utiliser une commande hybride
permettant la gestion de la se´quence des taˆches et les commandes des syste`mes continus
de chaque taˆche. Selon la de´finition d’un automate hybride donne´e dans [Sim00] [Bra98],
notre automate hybride note´ H, peut eˆtre de´fini par le 8-uplet :
H = (Q,X,Σ, A, Inv, f, q0, x0) (6.6)
ou` :
– Q est l’ensemble fini des sommets (appele´s aussi places ou situations), tels que :
Q = {qrepos, qapproche, qprise, qpositionnement, qde´pose} (6.7)
Ces sommets repre´sentent les e´tats discrets.
– X est l’espace d’e´tat a` composantes continues (ensemble fini de variables re´elles) :
X =
{




δ et F sont respectivement la de´flexion de l’actionneur Pδ et la force applique´e par
l’actionneur PF au micro-objet.
– Σ est un ensemble fini d’e´ve´nements. Dans notre cas, cet ensemble est de´fini par
un seul e´le´ment, c’est le de´part-cycle dcy donne´ par l’utilisateur pour lancer le
cycle :
Σ = {dcy} (6.9)
– A est un ensemble fini d’arcs (dits aussi transitions discre`tes). Une transition
est de´finie par un quintuplet de la forme (qi, G, σ, J, qi+1) note´e qi
G,σ,J
−→ qi+1. Les
sommets qi et qi+1 sont les sommets source et destination respectivement de la
transition. G est la garde que doivent satisfaire les e´tats X ∈ G pour pouvoir
franchir la transition. σ ∈ Σ est l’e´ve´nement qui peut eˆtre rec¸u ou ge´ne´re´ lors du
franchissement. J ∈ X est l’ensemble des e´tats a` re´initialiser lors du passage au
sommet qi+1 (franchissement de la transition). Nous avons :
A = {
(qrepos, [] , dcy, [] , qapproche) ,
(qapproche, |δ − δap| ≤ ǫδ ∧ |F − Fap| ≤ ǫF , [] , [] , qprise) ,
(qprise, |F − Fpr| ≤ ǫF , [] , [] , qpositionnement) ,
(qpositionnement, |δ − δpo| ≤ ǫδ, [] , [] , qde´pose) ,




Dans (6.10), [] disigne que G, σ ou J n’existe pas (ensemble vide).
– Inv = {Inv(qi) ⊂ X/qi ∈ Q} est une collection d’ensemble appele´e invariants de
la place qi. Lorsque le syste`me est dans la place qi, l’e´tat continu doit ve´rifier
x ∈ Inv(qi). Nous avons :
Inv = {Inv(qrepos), Inv(qapproche), Inv(qprise), Inv(qpositionnement), Inv(qde´pose)}
(6.11)
tels que :
Inv(qrepos) = (|δ| ≤ ǫδ, |F | ≤ ǫF )
Inv(qapproche) = (0 ≤ δ ≤ δap, 0 ≤ F ≤ Fap)
Inv(qprise) = (|δ − δap| ≤ ǫδ, Fap ≤ F ≤ Fpr)
Inv(qpositionnement) = (δap ≤ δ ≤ δpo, |F − Fpr| ≤ ǫF )
Inv(qde´pose) = (|δ| ≤ ǫδ, |F | ≤ ǫF )
(6.12)
– f est un ensemble de fonctions vectorielles telles que, a` un sommet qi, l’e´volution
des variables continues est de´crite par des e´quations diffe´rentielles x˙ = fqi(x). Dans
notre cas, ces e´quations diffe´rentielles de´crivent le comportement des syste`mes en
boucle ferme´e (commande en de´flexion et commande en force). Ici, nous n’e´crivons
pas les fonctions diffe´rentielles pour chaque sommet mais nous les repre´sentons
directement par les sche´mas fonctionnels des syste`mes boucle´s. On a donc :
f = {frepos, fapproche, fprise, fpositionnement, fde´pose} (6.13)
Les composantes du vecteur f de´crivent les trajectoires diffe´rentielles des diffe´rents
sommets de l’automate. La Figure 6.23 montre les sche´mas des syste`mes boucle´s
correspondants a` chaque composante du vecteur f donne´ dans (6.13).

























































Figure 6.23 – Sche´mas correspondants a` chaque composante du vecteur f .
– q0 est le sommet initial, tel que :
q0 = qrepos (6.14)







A` partir des e´le´ments ci-dessus, on construit le sche´ma de la Figure 6.24 de´crivant








prap|δ−δ   |< ε ,δ
qpositionnement
fpositionnement
pr|F-F  |< εF
ap
δ    < δ <δ    ,ap
qdépose
fdépose
|δ−δ   |< ε δap
dcy
ap|F-F  |< εF
pr|F-F  |<εF
|δ−δ   |<ε δpo




0<δ<δ   , 0<F<Fap ap
| δ |< ε δ | F |<ε F
| δ |< ε δ | F |<ε F
Figure 6.24 – Automate repre´sentant le cycle repos-approche-prise-positionnement-
de´pose automatise´.
6.4.3 Re´sultats expe´rimentaux
L’objectif ici est de re´aliser une taˆche de prise-de´pose en se basant sur l’automate
donne´ par la Figure 6.24. Afin de bien observer les comportements en de´flexion et en force
(en particulier leurs re´gimes permanents) durant la taˆche, nous proposons d’associer aux
conditions de franchissement des transitions qapproche → qprise, qprise → qpositionnement et
qpositionnement → qde´pose , un e´ve´nement p ∈ G a` ge´ne´rer par l’utilisateur. L’e´ve´nement p
permet e´galement de visualiser le de´roulement de chaque e´tape de la taˆche. En effet, le
de´clenchement de ces transitions ne peut donc se produire que si les conditions de fran-
chissement correspondantes (voir Figure 6.24) sont valide´es et que l’e´ve´nement associe´
p est vrai.
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Dans ce cas, l’ensemble d’arcs A de l’automate H devient :
A = {
(qrepos, [] , dcy, [] , qapproche) ,
(qapproche, |δ − δap| ≤ ǫδ ∧ |F − Fap| ≤ ǫF , p, [] , qprise) ,
(qprise, |F − Fpr| ≤ ǫF , p, [] , qpositionnement) ,
(qpositionnement, |δ − δpo| ≤ ǫδ, p, [] , qde´pose) ,
(qde´pose , |δ − δdp| ≤ ǫδ ∧ |F − Fdp| ≤ ǫF , p, [] , qrepos)
}
(6.16)
Dans toutes les e´tapes du cycle, les conditions de transitions choisies sont ǫδ = 0.1 µm
pour la de´flexion de l’actionneur Pδ et ǫF = 0.3mN pour la force de l’actionneur PF . Ces
conditions tiennent compte de la pre´cision des capteurs utilise´s. Les expe´rimentations
ont e´te´ faites en utilisant un objet rigide de taille 2 mm× 1 mm× 0.25 mm. A` chaque
expe´rimentation, on positionne l’objet au milieu de la micropince de manie`re a` avoir des
e´carts entre les extre´mite´s de l’objet et les actionneurs de la micropince de l’ordre de 50
µm. La commande hybride de la micropince est re´alise´e en utilisant la carte dSPACE et
le Toolbox Statflow de Matlab/Simulink.
Initialement, les deux actionneurs pie´zoe´lectriques sont en position de repos (δ = 0 et
F = 0). Apre`s avoir mis en fonctionnement l’automate (transition dcy valide´e), les deux
actionneurs de la micropince s’approchent simultane´ment de l’objet (voir Figure 6.25-a).
La commande en de´flexion et la commande en force dans cette e´tape ont e´te´ re´alise´es en
utilisant des consignes en rampe jusqu’a` une valeur souhaite´e. Les valeurs maximales de
ces consignes applique´es sont δap = 50 µm et Fap = 1mN . Lorsque la phase approche est
termine´e (c’est a` dire les conditions |δ − 50| ≤ 0.1 µm∧|F − 1| ≤ 0.3 mN et l’e´ve´nement
p sont vrais), l’actionneur PF est commande´ en appliquant un e´chelon d’amplitude Fpr =







Figure 6.25 – a : approche des deux actionneurs pie´zoe´lectriques. b : prise de l’objet.
Lorsque l’objet est pris, on effectue une manipulation de ce dernier en appliquant
une se´rie d’e´chelons positifs et ne´gatifs au syste`me boucle´ avec l’actionneur Pδ (voir
Figure 6.26-a). Les e´chelons applique´s ont des amplitudes 10 µm et sont superpose´s a` la
composante continue 50 µm. Apre`s avoir manipule´ l’objet, la de´flexion de l’actionneur
170 Chapitre 6
Pδ est remise a` sa position de prise pour de´poser l’objet sur le lieu de prise. Lors de
cette manipulation, l’actionneur PF est toujours re´gule´ en force (F = 5 mN). Enfin,
arrive´ sur le lieu de de´pose (voir Figure 6.26-b), l’objet est relaˆche´ en re´initialisant les




Figure 6.26 – a : manipulation de l’objet. b : de´pose de l’objet.
La Figure 6.27 illustre l’e´volution de la de´flexion de l’actionneur Pδ et la force ap-
plique´e par l’actionneur PF a` un objet rigide durant le cycle prise-de´pose automatise´.
D’apre`s la Figure 6.27, on constate que les correcteurs utilise´s assurent une meilleure
qualite´ de la taˆche de prise-de´pose. En effet, les comportements obtenus sont sans de´-
passement. Ainsi, lorsqu’une consigne de de´flexion est applique´e, un effet est observe´ sur
la re´ponse de la force et vice versa. Ces effets sont rapidement rejete´s par les correcteurs
utilise´s.


















































Figure 6.27 – Re´sultats expe´rimentaux du cycle prise-de´pose automatise´ obtenus avec
l’objet rigide. a : e´volution de la de´flexion. b : e´volution de la force.
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6.5 Conclusion
Au cours de ce chapitre, nous avons pre´sente´ une application des techniques d’in-
tervalles pour commander une micropince pie´zoe´lectrique. A` cet effet, une micropince a`
base d’actionneurs pie´zoe´lectriques de type poutres unimorphes a e´te´ d’abord re´alise´e.
Ensuite, nous avons effectue´ une mode´lisation par intervalles de chaque actionneur de
la micropince base´e sur les propositions du Chapitres 4 et 5. Puis, en utilisant une des
me´thodes de commande par intervalles propose´e au Chapitre 4, nous avions calcule´ inde´-
pendamment deux correcteurs pour la commande en de´flexion et la commande en force.
Les re´sultats expe´rimentaux ont montre´ que les performances des syste`mes boucle´s en
utilisant les deux correcteurs correspondent au cahier des charges.
Nous avons e´galement pre´sente´ dans ce chapitre une commande hybride de la micro-
pince en utilisant les meˆmes correcteurs calcule´s. Cette dernie`re permet de re´aliser une
taˆche de prise-de´pose automatise´e. Une taˆche de prise-de´pose consiste a` saisir fermement
un objet, le de´placer et le de´poser en une autre position. Nous avons de´taille´ et mode´lise´
les ope´rations a` exe´cuter dans chaque e´tape du cycle de prise-de´pose en utilisant les
automates hybrides.
L’application donne´e dans ce chapitre via la commande d’une micropince re´elle a
montre´ la robustesse et l’efficacite´ des me´thodes de synthe`se de correcteur par inter-
valles propose´es aux Chapitres 4 et 5 pour la commande des actionneurs pie´zoe´lec-
triques. L’inte´reˆt de l’utilisation de l’analyse par intervalles se traduit par sa simplicite´
de repre´sentation des incertitudes parame´triques lie´es au mode`le des actionneurs pie´zo-
e´lectriques. Un autre avantage est la de´rivation de correcteurs d’ordre re´duit permettant
leur imple´mentation dans un microcontroˆleur et d’aller vraiment vers les microsyste`mes




La tendance a` la miniaturisation et a` l’inte´gration de plusieurs fonctions (e´lectrique,
me´canique, thermique, magne´tique, etc) a` re´aliser conduit a` des microsyste`mes en trois
dimensions et constitue´s de composants provenant de processus de (micro)fabrication
parfois incompatibles. La microrobotique est une re´ponse aux difficulte´s de re´alisation de
ces microsyste`mes qui peuvent eˆtre 3D et hybrides. Afin de contribuer aux challenges de
la micromanipulation et du micro-assemblage, nous avons propose´ dans nos travaux de
fournir des outils de dimensionnement et de commande des actionneurs pie´zoe´lectriques
pouvant eˆtre mise en œuvre dans une pince.
Nos contributions reposent sur la combinaison des outils de l’automatique (mode´li-
sation et commande) et les outils du calcul par intervalles. La me´thode propose´e permet
de dimensionner des actionneurs pie´zoe´lectriques de fac¸on garantie vis-a`-vis de quelques
performances souhaite´es, de borner les incertitudes parame´triques lie´es aux mode`les de
ces actionneurs et de de´river des lois de commande robuste d’ordre re´duit. Nous rappe-
lons ci-apre`s les contributions principales de nos travaux de the`se.
Dimensionnement des actionneurs pie´zoe´lectriques
Les actionneurs pie´zoe´lectriques, de structure poutre, sont les e´le´ments principaux
des syste`mes de micromanipulation et de micro-assemblage, nous proposons d’abord une
analyse de leurs comportements statique et dynamique a` partir de mode`les analytiques
issues des e´quations fondamentales de la pie´zoe´lectricite´. Les performances e´tudie´es de´-
pendent fortement de quelques caracte´ristiques ge´ome´triques des actionneurs conside´re´s.
Les mode`les employe´s pour ces analyses sont par la suite combine´s avec les outils du
calcul par intervalles pour effectuer un dimensionnement optimal et garanti des action-
neurs.
Commande des actionneurs pie´zoe´lectriques
Les actionneurs pie´zoe´lectriques e´tudie´s dans le cadre des travaux de cette the`se
sont utilise´s pour manipuler ou assembler des micro-objets (micromanipulation et micro-
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assemblage) et ne´cessitent la prise en compte des signaux de de´placement (positionne-
ment pre´cis) et de force (prise en compte de la force de micromanipulation).
Les mode`les des actionneurs pie´zoe´lectriques sont caracte´rise´s par des non-line´arite´s
lorsque ceux-ci travaillent en larges de´formations pour re´aliser de grandes de´placements.
Nous avons d’abord mode´lise´ l’hyste´re´sis et sur sa compensation en se basant sur des
travaux ante´rieure. Nous avons ensuite introduit l’analyse par intervalles pour de´crire le
comportement incertain des actionneurs pie´zoe´lectriques. Nous avons, a` ce sujet, e´tabli
un mode`le intervalle de manie`re a` borner les incertitudes parame´triques lie´es a` une varia-
tion ge´ome´trique (la longueur) des actionneurs pie´zoe´lectriques. Dans le souci d’atteindre
les performances d’un cahier des charges en pre´sence de ces incertitudes parame´triques,
des me´thodes de synthe`se de lois de commande robuste base´es sur les techniques d’in-
tervalles ont e´te´ propose´es. Lors de leurs applications a` la commande des actionneurs
pie´zoe´lectriques, nous avons compare´ les re´sultats obtenus avec nos propositions avec
ceux obtenus par les approches robustes H∞ et µ-synthe`se. Cette comparaison a montre´
que les correcteurs synthe´tise´s par les me´thodes d’intervalles permettent d’obtenir une
meilleure robustesse en performances vis-a`-vis de la variation de la longueur.
Nous avons e´galement proce´de´ a` la mode´lisation du comportement en force. Il a e´te´
montre´ que ce dernier de´pend a` la fois des caracte´ristiques des objets manipule´s et du
mode`le tension-de´placement des actionneurs pie´zoe´lectrique utilise´s. L’e´laboration d’un
mode`le intervalle a permis de borner les incertitudes parame´triques lie´es au changement
d’objet manipule´ ou lie´es au mode`le des actionneurs pie´zoe´lectriques eux-meˆmes. Nous
avons ensuite propose´ une me´thode de synthe`se d’un correcteur RST combine´ avec les
outils de l’intervalle pour la force. La robustesse du correcteur de´rive´ est valide´e sur
diffe´rents objets manipule´s.
Commande hybride d’une micropince pie´zoe´lectrique
La dernie`re partie de notre travail a consiste´ a` re´aliser d’abord une micropince a` par-
tir de deux actionneurs pie´zoe´lectriques pre´cedement dimensionne´s. Cette micropince est
ensuite utilise´e pour des taˆches de prise-de´pose d’objets ayant des caracte´ristiques dif-
fe´rentes. Chaque actionneur de la micropince est commande´e en position ou en force en
utilisant les techniques de commande propose´es. Afin d’automatiser les taˆches de prise
de´pose, nous avons utilise´ une repre´sentation par syste`me hybride pour de´crire les ope´ra-
tions ne´cessaires et pour ge´rer chaque actionneur commande´. Les re´sultats obtenus ont
montre´ la robustesse des correcteurs synthe´tise´s vis-a`-vis des incertitudes parame´triques
des actionneurs et de perturbations, entre autres, vis a` vis du couplage entre eux.
2. Perspectives
Bien que la mode´lisation et la commande par intervalles propose´es dans cette the`se
permettent d’atteindre les performances requises pour re´ussir les taˆches de micromani-
pulation et de micro-assemblage, des perspectives s’ouvrent dont trois a` court terme.
La premie`re consiste a` prendre en compte les dynamiques hautes fre´quences que nous
avons ne´glige´es. La seconde est lie´e a` la se´lection de correcteurs optimaux a` partir d’un
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ensemble de correcteurs condidats. Enfin, la dernie`re perspective consiste a` synthe´tiser
des correcteurs en utilisant l’analyse par intervalles pour le cas des syste`mes intervalles
multivariables.
Inte´gration des dynamiques hautes fre´quences
Lors de la mode´lisation des actionneurs pie´zoe´lectriques, les modes hautes fre´quences
sont souvent ne´glige´s afin d’obtenir un mode`le simplifie´ facilitant la taˆche de conception
d’une loi de commande. Cependant, les dynamiques hautes fre´quences ne´glige´es dans un
mode`le peuvent parfois avoir une influence sur la stabilite´ et sur les performances voulues
en boucle ferme´e. Il serait donc inte´ressant de prendre en compte ces dynamiques ne´gli-
ge´es lors de la mode´lisation et la commande [Bal78]. Les dynamiques hautes fre´quences
sont souvent mode´lise´es par la multiplication avec une fonction de transfert du mode`le
nominal. Dans le cas des mode`les intervalles, on pourrait avoir la forme suivante :
[G](p) = [G′](p)[Gd](p) (6.17)
ou`
– [G](p) est le mode`le qui prend en compte les incertitudes parame´triques et les
dynamiques hautes fre´quences ;
– [G′](p) est un transfert mode´lisant les incertitudes parame´triques ;
– et [Gd](p) repre´sente la partie de´crivant les dynamiques hautes fre´quences.
Choix d’un correcteur optimal
Les approches de commande par intervalles propose´es dans cette the`se conduisent a`
la de´rivation d’un ensemble de correcteurs assurant des performances robustes pour les
actionneurs pie´zoe´lectriques utilise´s dans les applications de micromanipulation et de
micro-assemblage. Dans cette e´tude, les parame`tres des correcteurs a` imple´menter ont
e´te´ choisis arbitrairement a` l’inte´rieur d’un ensemble solution. Cette se´lection arbitraire
de correcteurs pourrait ne pas eˆtre le choix optimal permettant d’assurer le meilleur
comportement (e´viter par exemple le choix des correcteurs qui assurent des re´ponses
avec des sous-oscillations). Pour cela, il est inte´ressant d’avoir des crite`res sur lesquels
on de´duit un correcteur optimal. L’utilisation des me´thodes d’optimisation pourrait eˆtre
envisage´e pour re´pondre a` cela.
Commande par intervalles des syste`mes multivariables
Au cours des travaux de cette the`se, nous avons traite´ le proble`me de synthe`se de
correcteur par intervalles pour des syste`mes monovariables a` incertitudes parame´triques.
Ne´anmoins, beaucoup de syste`mes de micromanipulation et de micro-assemblage de´ve-
loppe´s ou en cours de de´veloppement sont a` plusieurs degre´s de liberte´s couple´s. C’est
pourquoi l’utilisation d’une matrice de transfert permettant une description plus pre´-
cise du syste`me est inte´ressante. A` l’heure actuelle, il n’existe pas de me´thodes traitant





A.1 Notions de normes
Il est tre`s utile d’avoir un parame`tre donnant une mesure totale de la taille d’un
scalaire, d’un vecteur, d’une matrice, d’un signal ou d’un syste`me. Ce parame`tre est
appele´ ‘norme’, note´e ‖.‖. Par de´finition, une norme sur un espace vectoriel quelconque
E, est une fonction E→ R+, donne´e par :
v 7−→ ‖v‖
et elle posse`de les proprie´te´s suivantes :
1. ∀v ∈ E, ‖v‖ ≥ 0
2. ‖v‖ = 0⇔ e = 0
3. ∀v, e ∈ E, ‖v + e‖ ≤ ‖v‖+ ‖e‖
4. ∀α ∈ C, ∀v ∈ E, ‖α.v‖ = |α| . ‖v‖
Selon la litte´rature, il existe plusieurs types de normes (normes elliptiques, normes
Frobenius, etc). Les normes principales couramment utilise´es sont les normes naturelles
ou les normes-p note´es ‖v‖p.
A.2 Norme d’un scalaire
Soit s ∈ C, alors :
∀p, ‖s‖p = ‖s‖ = |s| (A.1)




A.3 Norme d’un vecteur








pour 1 ≤ p < +∞
max
i=1,...,n
(|vi|) pour p = +∞
(A.2)
En particulier, pour tout vecteur v = (v1, ..., vn) de R
n :









la norme-∞ est donne´e par :
‖v‖∞ = maxi=1,...,n
(|vi|) (A.4)
A.4 Norme d’un signal scalaire
Un signal scalaire, par exemple temporel de´fini sur [a, b], note´ y(t) peut eˆtre repre´-
sente´ par un vecteur de dimension infinie. La somme dans (A.2) est remplace´e par une









pour 1 ≤ p < +∞
sup
t
(|y(t)|) pour p = +∞
(A.5)
A.5 Norme d’un signal vectoriel
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Le calcul de la norme-p du vecteur de signaux y(t) est base´ sur les normes-p de ses









pour 1 ≤ p < +∞
max
i=1...n
(‖yi(t)‖∞) pour p = +∞
(A.6)
A.6 Norme d’une matrice
Pour toute matriceM ∈ Cn×n, sa norme note´e ‖M‖ posse`de les proprie´te´s suivantes :
∀M ∈ Cn×n, ‖M‖ ≥ 0
‖M‖ = 0⇔M = 0
∀α ∈ C, ∀M ∈ Cn×n, ‖α.M‖ = |α| . ‖M‖
∀M1,M2 ∈ C
n×n, ‖M1 +M2‖ ≤ ‖M1‖+ ‖M2‖
∀M1,M2 ∈ C
n×n, ‖M1.M2‖ ≤ ‖M1‖ . ‖M2‖
(A.7)
La norme matricielle peut eˆtre calcule´e a` partir de normes naturelles de vecteurs et







‖M.v‖p, ∀v ∈ C
n (A.8)
D’apre`s la de´finition, le calcul de la norme matricielle semble complique´ a` cause de
la ne´cessite´ de connaˆıtre tous les vecteur v ayant une norme-p unitaire.
En particulier, on peut de´finir :
La norme-2 ‖M‖2 = σ(M) =
√
λmax(M∗.M), ou` λmax est la plus grande valeur
propre de M∗.M .
La norme-H∞ est de´finie par : ‖M‖∞ = maxi=1...n
n∑
j=1














A.7 Normes des syste`mes
Une loi de commande a ge´ne´ralement pour objectif d’assurer la stabilite´ et de re´-
pondre a` certaines exigences relatives a` la taille des signaux ou des matrices de transfert.
L’un des objectifs d’une loi de commande est de re´duire l’impact des perturbations affec-
tant la commande ou la sortie sur le comportement du syste`me, ou encore a` minimiser
l’effet du bruit sur les mesures. Parfois, on souhaite aussi maintenir la puissance de´livre´e
par les actionneurs. Ces objectifs de performance peuvent eˆtre interpre´te´s par le moyen
de normes de syste`mes.
Soit un syste`me monovariable stable ayant une fonction de transfert G(p) (Fig. A.1).




Figure A.1 – Syste`me monovariable
La norme-2 du syste`me G(p) peut eˆtre explique´e par l’e´nergie de la sortie du syste`me
y(t) (l’e´nergie du signal g(t)) lorsque un signal de dirac est applique´ en entre´e. D’apre`s le
the´ore`me de Parseval, on a ‖G(p)‖2 = ‖g(t)‖2. La norme ‖G(p)‖2 est finie si et seulement
si le syste`me G(p) est strictement propre. Elle est de´finie par :










Contrairement a` la norme-2 qui fournit le gain moyen du syste`me, la norme-H∞ du
syste`me G(p) mesure la valeur maximale de son module |G(jw)| lorsqu’on parcourt la
pulsation w (Fig. A.2). En d’autres termes, elle repre´sente le plus grand facteur par





Dans le cas d’un syste`me multivariable G(p), stable et ayant comme entre´e u(t) et
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Figure A.2 – Norme-H∞ graphiquement sur diagramme de Bode








De meˆme que dans le cas monovariable, la norme ‖G(p)‖2 n’est finie que si G(p) est
strictement propre.
Dans le cas d’un syste`me multivariable, la norme-H∞ d’un syste`me multivariable
G(p) est de´finie d’une manie`re analogue en utilisant ces modules. Il se trouve que les
valeurs singulie`res σi(p) d’un syste`me multivariable repre´sentent ses modules. Il suffit
donc de s’exprimer la norme ‖G(p)‖∞ en fonction de ses valeurs singulie`res σi(jw), telles
que : σ(jw) ≥ σ2(jw) ≥ ... ≥ σn−1(jw) ≥ σ(jw) ≥ 0. Pour toute matrice de transfert




ou` σ de´signe la valeur singulie`re supe´rieure.
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Annexe B
Relations fondamentales de la
pie´zoe´lectricite´
Les e´quations ge´ne´rales 1 couramment utilise´es pour de´crire le comportement line´aire
des mate´riaux pie´zoe´lectriques sont de´rive´es d’une manie`re directe en utilisant la loi de
Hook et deMaxwell. Lors de l’application d’un champ e´lectrique ou d’une contrainte me´-
canique sur un mate´riau pie´zoe´lectrique selon une direction, des de´formations ou des de´-
placements e´lectriques apparaissent sur toutes les directions orthogonales. La convention
ge´ne´ralement utilise´e consiste a` de´finir un syste`me d’axes Oxyz (ou O123) orthonorme´
[IEE88] (Fig. B.1). Le mate´riau est polarise´ selon l’axe Oz (ou 3) (axe de polarisation).
Les indices 1, 2 et 3 de la Fig. B.1 correspondent respectivement aux directions des axes
Ox, Oy et Oz pour les composantes normales et les indices 4, 5 et 6 aux plans yOz, xOz








Figure B.1 – Syste`me d’axes pour les e´quations de fonctionnement pie´zoe´lectrique
[IEE88].
1. l’effet pyroe´lectrique n’est pas conside´re´ dans ces relations fondamentales de la pie´zoe´lectricite´.
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Un mate´riau pie´zoe´lectrique met en jeu les inte´ractions entre les phe´nome`nes me´ca-
niques et e´lectriques. D’apre`s la loi de Hook de´finissant l’e´quation me´canique 2 commune
qui s’applique aux me´taux et aux plastiques, on peut e´crire [Lan90] :
Si = sijTj
Tj = cijSi
avec i, j = 1, ..., 6 (B.1)
ou` Si, Tj , sij et cij repre´sentent respectivement les composants de la de´formation,
de la contrainte, de la souplesse (compliance) et de la rigidite´ (constante e´lastique) du
mate´riau.
Quant aux proprie´te´s e´lectriques des mate´riaux pie´zoe´lectriques, la loi du compor-
tement reliant les composants de l’induction e´lectrique (de´placement e´lectrique) Dm
(m = 1, 2, 3) aux composants du champ e´lectrique En (n = 1, 2, 3) est de´finie par les
relations suivantes [Uch00] :
Dm = ǫmnEn
En = βmnDm
avec m,n = {1, 2, 3} (B.2)
ou` ǫmn et βmn sont respectivement les composants de la constante die´lectrique du
mate´riau (permittivite´ relative) et de l’impermittivite´ relative.
Par de´finition, l’effet pie´zoe´lectrique direct est l’apparition de charges e´lectriques
sur les surfaces du mate´riau sous l’action de contrainte me´canique. Ceci est traduit par
une relation line´aire qui lie les composants de charge e´lectrique Dm aux composants du
tenseur de contrainte Tj . L’effet pie´zoe´lectrique inverse est de´fini par une de´formation
de la forme ge´ome´trique du mate´riau apre`s l’application d’un champ e´lectrique. Donc
les composants du tenseur de de´formation Si sont proportionnels aux composants du




Les composants dmj et din (i, j = 1, ..., 6 ; m,n = {1, 2, 3}) constituent la matrice
de la constante pie´zoe´lectrique tel que dmj = d
t
in
3. Dans la suite, les indices i, j =
{1, 2, 3, 4, 5, 6} et les indices m,n = {1, 2, 3}.
Dans un mate´riau pie´zoe´lectrique, les phe´nome`nes e´lectriques et me´caniques inte´ra-
gissent et sont connus sous le nom effets e´lectrome´caniques. Les relations fondamentales
de´crivant la pie´zoe´lectricite´ sont obtenues en utilisant les e´quations pre´ce´dentes (B.1),










La pre´sence de la pie´zoe´lectricite´ modifie les constantes e´lastiques et de souplesse ainsi
que les permittivite´s et les impermitivite´s pour lesquelles il faut distinguer les modules
de rigidite´ et de souplesse a` champ ou a` induction constante (ou nulle) et e´galement les
2. la relation line´aire entre la contrainte et la de´formation.
3. t en exposant repre´sente la transpose´e au sens matriciel.
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permittivite´s et les impermitivite´s a` contrainte ou a` de´formation constante (ou nulle)
[Bri07]. L’exposant E (resp. T) dans (B.4) indique que les composantes de souplesse sij
(resp. permittivite´ ǫmn) sont mesure´s ou calcule´s a` champ e´lectrique (resp. a` contrainte)
constant ou nul.
En effet, l’e´quation (B.4) est une forme parmi quatre formes matricielles possibles
pour de´finir comment les variables me´caniques (contrainte Tj , de´formation Si) et e´lec-
triques (de´placement Dm et champ e´lectrique En) des mate´riaux pie´zoe´lectriques inte´-
ragissent [Ber64]. Ces quatre formes sont re´sume´es dans Tableau B.1 selon le couple de
variables choisies.
Table B.1 – E´quations fondamentales de la pie´zoe´lectricite´.


































En = −hmjSi + β
S
mnDm
De fac¸on similaire les exposants D (resp. S) dans le Tableau B.1 indiquent que la me-
sure des diffe´rentes grandeurs conside´re´es (sij , cij , ǫmn et βmn) est effectue´e a` induction
e´lectrique (resp. de´formation) constante ou nulle.
Selon le Tableau B.1, trois types de coefficients interviennnent :






– coefficients purement me´caniques : les composantes de la constante e´lastique et de







– coefficients mixtes traduisant le couplage entre les grandeurs e´lectriques et les
grandeurs me´caniques : les matrices de constantes pie´zoe´lectriques dmj , gmj , emj
et hmj .
Remarque B.1. La connaissance des coefficients d’un seul couple de variables dans le
Tableau B.1 permet de de´duire les coefficients des trois couples de variables restants.
Les cristaux pie´zoe´lectriciques tels que les PZT pre´sentent une proprie´te´ de syme´-
trie. Cette proprie´te´ conduit a` des expressions simplifie´es des coefficients me´caniques et
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die´lectriques des e´quations e´lectrome´caniques (B.4). Voici un exemple de cristal pie´zo-










s11 s12 s13 0 0 0
s12 s11 s13 0 0 0
s13 s13 s13 0 0 0
0 0 0 s44 0 0
0 0 0 0 s44 0
























 0 0 0 0 d15 00 0 0 d15 0 0


















Les proprie´te´s de la valeur singulie`re structure´e permettent d’e´crire l’ine´galite´ sui-
vante :
∀w, µ∆′(Fl(P (jw),K(jw))) ≤ σ(D(jw).Fl(P (jw),K(jw)).D
−1(jw)) (C.1)
ou` le multipleur D(jw, appele´ matrice de scalage, est n’importe quelle matrice in-
versible qui commute avec toute matrice ∆′ e´le´ment de l’ensemble ∆′. Un proble`me plus
re´aliste est donc le suivant :
Proble`me C.1. De´terminer un correcteur K(p) et une matrice D(jw) ∈ RH∞ tels
que :
1. D−1(jw) ∈ RH∞ commute avec toute matrice ∆
′ e´le´ment de l’ensemble ∆′ ;
2. ∥∥D(jw).Fl(P (jw),K(jw)).D−1(jw)∥∥∞ < 1 (C.2)
La condition (C.2) assure que :
∀w, µ∆′(Fl(P (jw),K(jw))) ≤ σ(D(jw).Fl(P (jw),K(jw)).D
−1(jw)) ≤ 1 (C.3)
La re´solution du Proble`me C.1 par D-K ite´ration [Doy85] [Zho96] se fait par une
minimisation alternative. Ceci consiste a` chercher K(p) a` D(p) fixe´ puis chercher D(p)
a` K(p) fixe´ et ainsi de suite jusqu’a` convergence. Lorsque D(p) est fixe´, le proble`me se
re´duit a` un simple proble`me H∞ standard qui peut eˆtre re´solu en utilisant l’algorithme
de Glover-Doyle (voir la Fig. C.1). L’algorithme de re´solution du proble`me de µ-synthe`se














Figure C.1 – Proble`me H∞ standard.
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Les syste`mes microme´catroniques inte`grent dans un volume tre`s re´duit des fonc-
tions de natures diffe´rentes (e´lectrique, me´canique, thermique, magne´tique ou encore
optique). Ces syste`mes sont des produits finaux ou sont inte´gre´s dans des syste`mes de
taille macroscopique. La tendance a` la miniaturisation et a` la complexite´ des fonctions
a` re´aliser conduit a` des microsyste`mes en trois dimensions et constitue´s de composants
provenant de processus de (micro)fabrication parfois incompatibles. L’assemblage micro-
botique est une re´ponse aux challenges de leur re´alisation. Pour assurer les ope´rations
d’assemblage avec des pre´cisions et des re´solutions e´leve´es, des capteurs adapte´s au mi-
cromonde et des outils particuliers de manipulation doivent eˆtre utilise´s. Les e´le´ments
principaux constituants les syste`mes de micromanipulation sont les micro-actionneurs.
Ces derniers sont souvent faits a` base de mate´riaux actifs parmi lesquels les mate´riaux
pie´zoe´lectriques. Les actionneurs pie´zoe´lectriques sont caracte´rise´s par leur tre`s haute
re´solution (souvent nanome´trique), leur grande bande-passante (plus du kHz pour cer-
tains micro-actionneurs) et leur grande densite´ de force. Tout ceci en fait des actionneurs
particulie`rement inte´ressants pour le micro-assemblage et la micromanipulation. Cepen-
dant, ces actionneurs pre´sentent, en plus de leur comportement non-line´aire, une forte
de´pendance a` l’environnement et aux taˆches conside´re´es. De plus, ces taˆches de micro-
manipulation et de micro-assemblage sont confronte´es a` un manque de capteurs pre´cis
et compatibles avec les dimensions du micromonde. Ceci engendre des incertitudes sur
les parame`tres du mode`le e´labore´ lors de l’identification. En pre´sence du verrou techno-
logique lie´ a` la re´alisation des capteurs et des proprie´te´s complexes des actionneurs, il est
difficile d’obtenir les performances de haut niveau requises pour re´ussir les taˆches de mi-
cromanipulation et de micro-assemblage. C’est notamment la mise au point d’outils de
commande convenables qui permet d’atteindre les niveaux de pre´cision et de re´solution
ne´cessaires.
Les travaux de cette the`se s’inscrivent dans ce cadre. Afin de re´ussir les taˆches de
micromanipulation et de micro-assemblage, plusieures me´thodes de commande prenant
en compte des incertitudes lie´es au mode`le, comme les approches de commande robustes
de type H-inf ont de´ja` e´te´ utilise´es pour commander les actionneurs pie´zoe´lectriques.
L’un des inconve´nients majeurs de ces me´thodes est la de´rivation de re´gulateurs d’ordre
e´leve´ qui sont couˆteux en calcul et peuvent difficilement eˆtre embarque´s dans les mi-
crosyste`mes. Afin de prendre en compte les incertitudes parame´triques des mode`les des
syste`mes a` commander, nous proposons une solution alternative base´e sur l’utilisation
du calcul par intervalles. Ces techniques du calcul par intervalles sont combine´es avec
les outils de l’automatique pour mode´liser et commander les microsyste`mes. Nous cher-
cherons e´galement a` montrer que l’utilisation de ces techniques permet d’associer la
robustesse et la simplicite´ des correcteurs de´rive´s
Abstract
Micromechatronic systems integrate in a very small volume functions with different
natures. The trend towards miniaturization and complexity of functions to achieve leads
to 3-dimensional microsystems. These 3-dimensional systems are formed by microrobo-
tic assembly of various microfabricated and incompatible components. To achieve the
assembly operations with high accuracy and high resolution, adapted sensors for the
microworld and special tools for the manipulation are required. The microactuators are
the main elements that constitute the micromanipulation systems. These actuators are
often based on smart materials, in particular piezoelectric materials. The piezoelectric
materials are characterized by their high resolution (nanometric), large bandwidth (more
than kHz) and high force density. This why the piezoelectric actuators are widely used
in the micromanipulation and microassembly tasks. However, the behavior of the pie-
zoelectric actuators is non-linear and very sensitive to the environment. Moreover, the
developpment of the micromanipulation and the microassembly tasks is limited by the
lack of precise and compatible sensors with the microworld dimensions. In the presence
of the difficulties related to the sensors realization and the complex characteristics of
the actuators, it is difficult to obtain the required performances for the micromanipula-
tion and the microassembly tasks. For that, it is necessary to develop a specific control
approach that achieves the wanted accuracy and resolution.
The works in this thesis deal with this problematic. In order to success the micro-
manipulation and the microassembly tasks, robust control approaches such as H∞ have
already been tested to control the piezoelectric actuators. However, the main drawbacks
of these methods is the derivation of high order controllers. In the case of embedded mi-
crosystems, these high order controllers are time consuming which limit their embedding
possibilities. To address this problem, we propose in our work an alternative solution
to model and control the microsystems by combining the interval techniques with the
automatic tools. We will also seek to show that the use of these techniques allows to
derive robust and low-order controllers.
